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Abstract
This paper considers a non-linear superposition operator on weighted
Banach spaces [, -, where o is the weight function with the property
that: (Vn € N)o(n) > 1. We present the necessary and sufficient con-
ditions of action of the operator from I, , to I, -, 1 < p,q < oo, and
also the L-characteristic of the considered action of the operator.

Sazetak

U ovom radu razmatran je nelinearni operator superpozicije, na tezinskim
Banach-ovim prostorima I, -, gdje je o, tezinska funkcija sa osobinom:
(Vn € N)o(n) > 1. Dati su neophodni i dovoljni uslovi djelovanja op-
eratora iz lp s u lgr, 1 < p,q < oo, kao i L-karakteristika djelovanja
posmatranog operatora.

Idealni prostori: Sa yp ¢emo oznacavati karakteristicnu funkciju skupa

1, ze€eD
Xp(r) =1 ¢ D

Sa Pp oznacavat ¢emo operator projektovanja tj. mnozenje sa karakter-
isticnom funkcijom yp

Poa(s) = xp(s)a(s) 1)
Kuglu sa centrom u 0 polupreénika r u S, oznacavat ¢emo sa B,.(S5).

*Ovaj rad je finansijski podrzan od Federalnog ministarstva obrazovanja, nauke kulture
i sporta/sporta Federacije BiH (Ugovor broj: 04-39-6171/92/01, od dana 27.12.2001.)
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Definicija 1 Banach-ov prostor X nazivamo idealnim ako iz |x| < |y|, gdje
re S, yeX, slijedi da je v € X i da je ||x||x < ||lyl|lx. [7]

Za element z € X rec¢i ¢emo da ima apsolutno neprekidnu normu, ako
vazi
A(D)—0
Skup svih elemenata z € X koji imaju apsolutno neprekidnu normu, oznacavat
¢emo sa XY, i zvat éemo ga reqularni dio od X. X° je zatvoren podprostor
od X. Idealan prostor X za koga vazi X° = X naziva se regularnim.

Operator superpozicije: Neka je f = f(s,u) funkcija dvije varijable
definisana na N x R i ¢ije su vrijednosti u R. Funkcijom f je generisan
operator

Fo = f(s,2) 3)

Ovako definisan operator naziva se operator superpozicije.
Ukoliko operator superpozicije zadovoljava

FoO =06 (4)
to znaci da funkcija koja generise dati operator zadovoljava jednakost
f(s,0)=0 , s.s.naR (5)

U tom slucaju operator F' komutira sa operatorom projektovanja. tj. vazi
FPp = PpF. Za dvije funkcije x; i 9 kazemo da su disjunktne ako vazi
suppri N suppro = (), 1 pisSemo z,dzy. Za operator F kazemo da je parcijalno
aditivan ako za proizvoljne disjunktne funkcije z iy vazi F(z+y) = Fx+ Fy
Ako operator superpozicije F' zadovoljava (4) onda je on parcijalno aditi-
van. Uslov (4) u mnogim slucajevima nije toliko restriktivan, zato sto uvijek
mozemo izvrsiti prelaz na operator suprepozicije F, generisan funkcijom

f(s,u) = f(s,x0(s) +u) = f(s,20(s)) (6)

za neku fiksiranu funkeiju zo, definisanu na N. Jasno je da funkcija f zado-
voljava (5).

Tezinski Banach-ovi prostori nizova [, ,: Neka je 0 = (0(s))sen proizvol-
jan niz nenegativnih realnih brojeva. Sa [, ,, 1 < p < 00, oznacit ¢emo skup
svih funkcija x = (z(s))sen sa osobinom da je

Y lz(s)lPa(s) < oo

seN
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Funkciju o zvat ¢emo tezinska funkcija.
U [, » uvodimo normu na slijedeci nacin

|x||lw—(z|x Po(s ) .

seN

=

odnosno za p = oo
|2]]10c. o = sup |2(s)]o(s) (7)
seN

Na taj nacin normiran prostor [, , je kompletan, tj. [, , je Banach-ov prostor.
Ako uzmemo da je 0 € m = l, imali bi na osnovu Abel-ovog kriterija
konvergencije da je [, , C l,. Medjutim, izborom tezinske funkcije tako da je
za svako n € N, o(n) = 1, imamo da je [, C [, ,, tj. vazilo bi [, , = [,. Kako
je l,, 1 < p < oo specijalan slucaj naSeg razmatranja, onda gore pomenuti
slucaj izbora tezinske funkcije nije interesantan. Zato ¢emo izbor tezinske
funkcije vrsiti tako da je

(VneN) o(n) > 1 (8)

Lemma 1 Neka je 1 < p < g < oo. Potreban i dovoljan uslov da l,, C I,
je da tezinska funkcija o zadovoljava uslov (8)

Dokaz :

Neka je 1 < p < ¢ <ooinekajel,, Cl,,. Izaberimo funkciju = tako da je
=11z, =02zan#kecN. Tada bi zbog [, , C [, imali

l2ll,. > 2],

a zbog izbora funkcije z, to bi znacilo

(o(k))7 > (o(k))s

Kako je p < ¢, odnosno % > é, zakljucujemo da mora biti o(k) > 1.

>
Neka je sada zadovoljen uslov (8), i neka je § > 1 takav da je ¢ = pS. Ne
umanjujudi opstost, neka je x € [,, takav da je > |z(s)|Po(s) = 1. Tada
je za svako s € N, |z(s)|o(s) < 1 pa je onda

3 lals)ots) = - (lals)o(9)*(o()!

seN seN

<Z\x )[Pa(s) ﬁ<2\x )[Po(s)

seN seN
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Dakle [x]i,, <[]l , t]- lpo C lgo-(6])

Neka je A proizvoljan podskup od l,,. Oznacimo sa ¥(A) skup svih
r € l,, za koje postoji kona¢na particija {wi,ws,...,wy,} od N, i funkcije
z; €A j=1,2,...,m, takve da je z(s) = zj(s) za s € w;, j = 1,2,...,m.
Drugacije receno, ¥(A) je skup svih funkcija koje imaju formu

m
T = g ij:pj
i=1

gdiejex; € Aiw; e M, j=1,2,...,m. Skup X(A) nazivamo X-omotac od
A.

Lemma 2 Ako operator superpozicije F' djeluje iz A C l,, u ly-, onda on
djeluje iz X(A) uly,. [1]

Uzimajuéi specijalno da je A = By(l,,), skup X(A) ¢emo jednostavno
oznacavati sa Y. Druga karakterizacija skupa ¥ data je lemmom:

Lemma 3 Neka je x € l,,. Tada vazi:
x € X akko se moZe predstaviti u obliku

r=x1+x9+---+x, (9)
gdje su x; medjusobno disjunktne funkcije iz jedinicne lopte u l, ;.
Pri tome vrigedi: ako x € l, , pripada 3, tada se on moze predstaviti u obliku
(9), pri cemu je m < 2||z|[ +1

Skup X je zatvoren i konveksan skup. [7]

Lemma 4 Neka je (0(s))sen teZinska funkcija sa osobinom (8) i neka je
1 <p < oo. Prostorl,, je idealan prostor.

Lemma 5 Neka je (0(s))sen teZinska funkcija sa osobinom (8), i neka je
1 <p < oo. Prostorl,, je reqularan prostor.

Kako je svaki regularan prostor skoro perfektan, i zbog zatvorenosti, za-
kljucujemo da je 1, , perfektan prostor.
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Uslov djelovanja: U [5], dati su uslovi djelovanja operatora superpozicije
na standardnim [, prostorima. Slijedecom teoremom dati su uslovi djelovanja
na prostorima [, ,. Neka je funkcija f sup-mjerljiva funkcija, i neka su p, ¢ €
[1, +00).

Teorem 1 Neka je F' operator superpozicije generisan funkcijom f(s,u). F
preslikava l,, u l,. (1 < p,q < oo) akko postoje a € I, ,b >0 ,6 >0,
no € N takvi da vazi

QY

£ (s, u)| < als) + bo(s)ar(s) e ]u(s)] (10)

kad god je s > ny z,u(s)%\u\ <4é

Dokaz : (=)

Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je f(s,0) = 0, sto je ekvivalentno
sa tim da je operator F' parcijalno aditivan. Pokazimo da za proizvoljno
x € l,, vazi

(Ve > 0)(30. > 0 Ane € N)(||ally,, < 0c = ||FPuzll,. <) (11)

gdje je P, = Ppny1,n42,.}, operator projektovanja. Pretpostavimo suprotno
tj.

(Fe > 0)(V > 0)(Vn € N)({|z|[1,, < 6 A||FPux||s,. > ¢)
Kako je

1 3 {n+1,..3\{n+2,...}
Po—Pri1 = X{n+1n42,.} — X{n+2n+3,.} = { 0; {n+1,..}N0{n+2,...1}

imamo, lim,, o ||F' (P, — Pn)xyn|| = ||FP,x,||. Ovo znaéi da proizvoljnom
n € N mozemo pridruziti n» € N tako da vazi

||(Pn _Pn’)anlp,a <OoA ||F(Pn _Pn’)anlq,T > €

Principom indukcije mozemo konstruisati niz (ny)ren takav dajeny = 1,ny =

(n1)7,...,ngr1 = (ng) , tako da za proizvoljno k € N vazi:
||(Pnk - Pnk+l)xnk||lp,o < Q_k A ||F(Pnk - Pnk+l)xnk||lq,7 > &

Konstruisimo sada niz dat sa z, =Y ;- (P, — P,

D sen [2(8)[Pa(s) 21 Qsent(Pni (8) = Py (8)) | (5)[Por(s)
2kt 2osiony [ Pusni [0 (8)

> lenllr,, < 32552, 27F <00

)T, - Za njega vazi:

IA
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dakle z, € [, 5.
Sa druge strane je

|| Fz[s,., D sen | (8, 2(8))[7(s)

2 ket Qa1 (850, )[7(5)

D ohe €7 =00

tj. Fx. ¢ 1,., a ovo je kontradikcija sa djelovanjem operatora F'.
Neka je sada € > 0 proizvoljan. Oznacimo sa f. funkciju

AVARI

fo(s,w) = maz{0, |f (s, )| = 206 Tean(s)ro(s)uls)|7}  (12)
Za proizvoljan x € l,,, na osnovu prvog dijela dokaza, neka su d. i n.
postojeéi za koje vazi (11). Za taj x formirajmo skup
D

D(z) = {s > n.: f(s,2) > 296 "coa (s)7 v (s)|z(s)| 7} (13)

Oznacimo sa T = Ppr. Na osnovu Lemme 3,  moZemo razloziti na
m = [25;?0(3)7*1(s)||x||fp’0] disjunktnih funkcija z;, takvih da je ||z;]| < §
j=1,2,...,m. Sada imamo

e (5, 2()IT(5) = e oy | (s ()77 (5)

=Y eepie) X [els 5,(9)"7(5)

= T S e [ (5, 25) = 200 Teau (s)7 7 (5)]2(s)] 797 (s)

< S (S (5, 5()197(5) = Sepe) 20700 (5)24(5) )

< me? — 26 Pel||Z||P
<me?— (m—1)e? = ¢4

Dakle vrijedi || f-(s, z)|];,, < €.

Oznacim
aclimo Sa ( ) - { 0 - ¢ D(l.) (14>
ans) = Sup\u|§65 fe(svu) ;S € D(l’)

Jasno je da vazi

lallZ = "la(s)[*r(s) = > (sup fols,u))?7(s) <&

seN s€D(x) ul<de
tj. a € l;,. Sada imamo:

p

a(s) > fols,u) > |f(s,u)| — 2507 eos (s)r 4 (s)|u(s)| ¥
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za |u|,u% < 0. 1 s > n.. Odavde neposredno slijedi

£ (s,u)| < als) + boa (s)77 7 (s)|ul 7

gdje je b = 2%55_55.
(<)
Neka je zadovoljen uslov

s, 0] < als) +bor(s)ra(s)|ult, (jul <6, s2n)
Tada za proizvoljan z € [, , imamo

2 sen | (s, u(s))]7(s)

< S a(9)ir(s) + 2, (3o (s)

a ovo je ocigledno konacno jer a € I, ax €l,,. Dakle F': [, = 1,,. &

Fll, .

Slucaj p = oo ili ¢ = oco: Napomenimo ovde, da ako bi smo posmatrali
prostor I, sa normom (7), da ne dodje do bitnog narusavanja smisla tog
prostora, morali bi uvesti dodatno ogranic¢enje na tezinsku funkciju, tj. da
je 0 € lx, ali to bi opet znacilo da je [ = lw,. Zbog svega recenog,
posmatrat ¢emo samo standardni prostor ogranicenih funkcija .. Neka su
1<p,qg<oo.

Teorem 2 Operator superpozicije I, generisan funkcijom f djeluje iz l, , u
12, (l), akko vazi:

lim f(87 u) =0 (ms—)oo,u—>0|f(87 U)| < OO)

s—o00,u—0

Teorem 3 Operator F djeluje iz 12, wly,, (1%, lo respektivno), akko postoji
n € N i postoji § > 0 tako da je

[f(s,u)l <als) , (s =mn,|u] <9)

za neko a €y, (a€l’, a€ly).

oo

Teorem 4 Operator F djeluje iz log uly,, (1%, lo respektivno) akko za svako
r > 0 postoji a, € l,,, (a, €1, a, € ly), tako da je

[f(s,w)] < ar(s) 5 (Jul <7, 0 <r < o0)
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L-karekteristika

Definicija 2 Neka je A proizvoljan operator (linearan ili nelinearan). Skup
57

ov prostor L, u Lebesgue-ov prostor L,, nazivamo L-karakteristika operatora

A.

L(A), svih parova (1 %) € R%, sa osobinom da operator A preslikava Lebesgue-

Uvodjenje pojma L-karakteristike operatora, omogucava nam vazne teo-
reme funkcionalne analize, prikazati na jednostavan geometrijski nacin. Na
primjer, klasi¢ni teorem interpolacije Riesz-Thorin-a ([3]) kaze, da za jedan
linearan operator A, njegova L-karakteristika je konveksan skup u R?.
Neka su (g, £9), (a1, 51) € R2, pri cemu neka je oy < ap. Oznacimo sa

{(,B)eRL: < B<Pr, 2 <B<IY o B < By

Hlao s fr) = { {(a0, o). (e, )} B> B

p p

(%@/ -
Z 0, Y0
/ 04175

(0, Bo)

Slika 1: Gy < B4 Slika 2: Gy > p1

Neka je sada F' operator superpozicije, generisan funkcijom f(s,u). Sa
L(F) oznacimo skup svih parova (o, §) € R2, takvih da F(l,,) C l,,, gdje
: 1 1
Jep=54= 3-

Lemma 6 Neka (o, Bo), (a1, 51) € L(F). Tada vrijedi:

Y, Bo; a1, B1) € L(F)

Dokaz :

Neka su (ag, Bo), (a1, 1) € L(F). Na osnovu Teorema 1, imamo

I
£ w)] < aols) +bolul ™, an €Ly, by 20
0

B1
[f(s,0)] < ai(s) + biful>r ar€lr, bp=0
1
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iz ovoga onda slijedi da funkciju f mozemo zapisati kao, f = fi+ fo+ f3+ f4,
pri cemu je

B1
il ] < minfao(s)an(s))  1fals,)] < minfan(s), blul )
|f3(s,w)| < min{ay(s), bolu[>} | fa(s, u)] < min{bo|ul o, by|u|™ '}
Pri tome L(F) DL(F)NL(Fy)NL(F3)NL(Fy), gdje su F;, (i = 1,2,3,4),

operatori generisani funkcijama f;, (i = 1,2,3,4). Oznacimo li sa :

My = {(a,B): o <B<BiU{(a,B): 1 <5< Bo}
My = {(,8):0<a< Bt o <8< 5}
U {(@,B): fo% <a<oo,fy<f<at}
My = {(,8):0<a<pe ol <p<p}
U {(a,8): B3 <a<oo f <f<a}
My, = {(o,pB):2<B8 <8y

ap — a — o]

onda je M1 Q E(Fl), M2 Q E(Fg), M3 Q E(Fg) 1 M4 Q E(F4) Sada
posmatrajmo presjek ova cetri skupa u zavisnosti od odnosa [y i fi:

Ako je By < 1 onda je taj presjek ¢etvorougao prikazan na slici 1.

Ako je By = B1 onda je to prava koja spaja tacke (ap, o) 1 (aq, B1).

Ako je By > (1 onda je taj presjek dvoelementni skup {(«o, 5o), (1, 51)}.

Definicija 3 Skup M C R% nazivamo S-konveksnim ako iz (cv, By), (ou, B1) €
M; SZUEdZ da je 2](0[07 BO; aq, 61) g M

Na osnovu Lemme 6, vidimo da je L£(F'), ¥-konveksan skup.

Lemma 7 Neka je M proizvoljan Y-konveksan podskup od R%r. Tada postoji
funkcija f(s,u) koja generise operator superpozicije F, takva da je L(F) =

Lemma 6 i Lemma 7 pokazuju da se u opstem sluc¢aju L-karakteristika ne
moze preciznije opisati nego preko -konveksnosti. U specijalnim sluc¢ajevima
to je ipak moguce, naime to je moguce ako izmedju prostora L,, za razlicite
p, postoje posebne veze. Tako u slucaju Banach-ovih prostora [, ,, znamo da
zap < qjel,, Cl,,. Ako jeuzto josizasvakos e N, pu(s) > pp > 0, onda
definisuéi skup

a(ao, Bo) = {(04,5) 0<a<apf < &%}U{(aaﬂ) top < a< oo, < fBo}

1mamo:
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Teorem 5 Ako («, 5) € L(F), onda je X4(c, B) C L(F). [2]

5
(aQ’ 60)

2

Slika 3:
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