1.1 Funkcije dvije i viSe promjenljivih
Funkcije dvije i vise promjenljivih

Zamislimo situaciju u kojoj dva proizvodd i B i njihove potraZnje zavise o cije-
namapa i pg.

Q@ 4 je potraZnja za proizvodom, dok je@ p potraznja za proizvodorB.

Onda bi bilo realno Gekivati da su potraznje ovisne o obje cijeneQjs(pa, pn)
i Qp(pa,pB)-
Na primjer

Qa(pa,pp) =100 —5pa +2pp, QB(pa,pB) =3pa — 7
B

Neka su recimo ukupni troSkovi tada
T(Qa,Qp) =100+ 21Q4 + 3Q 3,
a prosj&ni troskovi proizvodnje proizvodd i B zajedno su

T(Qa,QB)
Qa+QB

Opcenito, ako imama proizvoda sa cijenamgy, po, . . . , p, Ondace odgovarajce
funkcije potraznje biti

T(Qa,QB) =

Q1 = Qi(p1,p2,...pn)
Q2 = Q20p1,p2,...Pn)

Qn = Qn(p17p27"'pn>

Ovdje su@); funkcije ili zavisno promjenljive, dok su cijene nezavignmmjenljive.
Opcenito:

y= f(xlax%"'vxn)
se naziva funkcija sa promjenljivihzy, zo, . . . ;.

Ovakava funkcija uzima brojeva i vr&a jedan broj, tj.

f:R" > R.

Specijalno, ako jex = 2, imamo funkcije dvije promjenljivef (z1, z2) ili f(x,y).
Na primjer
flz,22) = 2?2 — 3x129 + 223 — 10,
2

flz,y) = — 3ay + 2y° — 10,



Primjer. Neka je data funkcija proizvodnje u nekoj fabrici koja zavisi 0 ulozenom
radulL i kapacitetuC"

1. P(L,C) = - L*!.C* - Doublasova funkcija
2. P(L,C) = L?In% 4+ C?. AkojeL = 10,aC = 5, tada je

10
P(10,5) = 10%1In i 52 =1001In2 + 25

1.1.1 Parcijalni izvodi funkcija viSe promjenljivih
Parcijalni izvodi funkcija viSe promjenljivih

Ako nam je data funkcija viSe promjenljivii(xy, xo, ..., x,), izvod ove funk-
cije po promjenljivojz; dobivamo na uoldiajen n&in, dok sve ostale promjenljive
Zo,x3, ... drzimo fiksnim!

Opctenito, izvod funkcije pa; nalazimo tako Stay, xo, ..., Tp—1, Tkr1,- .-, Tn
drzimo fiksnim. Posmatrajmo sad izvod po. Slicno kao kod standarnih izvoda, ako
postoji limes

I Af  fler +Axy,xo,. .., 20) — f(21,22,...,20)
im =
Az Al‘l Axl

onda se vrijednost tog limesa nazpwevi parcijalni izvod funkcijef po promjenljivoj
x1. PiSemo

of

8—1‘17 falgl ) le .
Prilikom izratunavanja ovog izvoda, sve ostale promjenljive su fiksne radb, 2=
se izr&unava kada se smatra dassuzs, . . ., z,, fiksne, itd.

Primjer. 1. f(x1,22) = 323 — 2z123 + 23 — 1021 +5

2. f(z,y) = (22 — 3y)(6zy — 1)

3. f(x1,22) = (23 — 215) - e~ 122,

1.1.2 Parcijalni diferencijali
Parcijalni diferencijali

Ako je kod funkcija jedne promjenljive diferencijal bio deisan kaady = 3'dz,
za funkcijun. promjenljivih definiSemar parcijalnih diferencijala:

_9f
dlf = a—xldl‘l



_of

o] = 50y 12
of

Inf = By Lon

Totalni diferencijal funkcije viSe promjenljivih
Imamo da jetotalni diferencijal

df =dif +dof +...+dnf

_of of of
df = D1 dx1 + D3 dro + ...+ Dz, dxy,
Specijalno, za = 2,
_of of
df = 92, dry, + 91, dxo

1.1.3 Parcijalni izvodi drugog reda

Parcijalni izvodi drugog reda

Generalno govoid, a kako smo vidjeli iz primjera2l, 2L .. 2L sy takdler
bz’ O ) Oxp

funkcije viSe nezavisnih promjenljivil; , xo, . . . z,,.

Od svake od njih moZemo traZiti izvod po bilo kojoj promjéndj, te dobiti parci-
jalni izvod drugog reda!

af 0o
8—1‘1 = a—xlf(l‘l,xg, ceey l‘n)
O (of\_ & _ o
Oxy \Oz1) Or10x; 022’
Ukoliko traZimo drugi parcijalni izvod prvog izvoda, dodijno mjeSoviti drugi parci-
jalniizvod
0 (9N _ 0
81‘2 811 o 8332811'
0 (of\__of
Oz, \Ox1 )  Orndry’

Na isti n&in dobijemo za parcijalni izvod pes:

o (on) = 3o

6—3:1 81‘2 - 6301 81‘2 '




VAZNO - ovi mjeSoviti izvodi nisu obavezno isti!!! Ovaj pres onda moZzemo nasta-
viti unedogled kako bismo dobili tté Cetvrti, peti, itd. mjeSoviti parcijalni izvod, npr.
za funkciju dvije promjenljive

Ff o*f 9f >’f
0x0y’ 0y?’ Oydx?’ OxOydx

Primjenjujemo tano isti pristup kao prije, dakle ako izvodimo pg, onda ostale pro-
mjenljive drzimo fiksnim!

Primjer. Naci sve druge parcijalne izvode funkcije

[z, y) = xe™™.

Schwartzov teorem

Teorem 1.1. Ako suf(z, y) i parcijalni izvodi f5, fy, fzy, fy= definirane i neprekidne
u taCkin(z,y) i nekoj njenoj okolini, tada su mjeSoviti parcijalni izvodiedusobno
jednaki, tj.

o’f  0°f

0xdy  Oydx

Napomena: iz prethodnog primjera se vidi da ovaj teorenedtipptenito za bilo
koje parcijalne izvode. Vazno je koliko se puta derivira glvadenoj promjenljivoj a
da pri tome uope nije bitan poredak deriviranja.

Primjer. z(z,y) = 2% log[y — siny + ye¥ — In(2y> — 13)] + 31

1.2 Primjenadiferencijalnog racuna vise promjenljivih

Primjena diferencijalnog racuna viSe promjenljivih

Neka je sada dozvoljeno da i naSe ekonomske funkcije imaj promjenljivih,
npr.
Ql(plaPQa <oy Pn, kat)v

gdje sup; cijene razlEitih proizvoda,k dohodaky vrijeme. Onda mozemo definisati
koeficijentparcijalne elastiCnostiunkcije (), kao:

_ P_lan
“P T Q1 op

No takade moZemo posmatrati kako promjene cijena drugih proizvida naQ);.
To nazivamdkoeficijent ukrstene elasticnosti



S druge strane imamdboeficijent dohodovne elastiCnosti

k 0@
Eg,p= ~——=
lek Ql ak I
te koeficijent elastinosti u odnosu na vrijeme
t 0Q1
E = ——.
th Ql at

Primjer. Izracunati koeficijente parcijalne i ukrstene elantisti funkcije

Qa(pa,pp) =50 — 3pa + 5pp
na nivou cijenev4 = 10 i pp = 4. Interpretirati rezultat.

Primjer.
Q2(p1,p2) = 100 + 2p; — 4po
je funkcija potraznje sa cijenama, po.

1. Za koje cijenep; i po ova funkcija ima ekonomskog smisla.
2. Skicirati graf u koordinatnom prostoru.

3. lzra&unati stopu promjene prethodne funkcije u odnosu na cjjere 5, p2 = 1.

Funkcija potraznje (ponude)

Qi(pl;an s 7pn)

gg; je stopa promjene funkcije potrazrje u odnosu nacijenpy, (i, k = 1,2, ...,n).

Ako je ovaj parcijalniizvod véi od nule,Q; je rastia funkcija u odnosu na cijenu
Pk-

Ako je ovaj parcijalni izvod maniji od nul&); je opadajéa funkcija u odnosu na
cijenupy.

Funkcija ukupnih troSkova

Ako pretpostavimo da imamo proizvodnju dva dobra sa pojasia®); i ()2, funk-
cija ukupnih troSkova je
T(Q1,Q2) =VT(Q1,Q2) + FT.
Ocito, kao i prije,F'T = T(0,0). Sada je funkcija prosfih troSkova méutim

7(Q1,Qa) = T 22,

a% je marginalni (grar@ni) troSak u odnosu na potrazrgy, : = 1,2, ...n.
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Primjer. Ako je T(Q1,Q2) = 1+ 10(Q1 + Q2)~*, odrediti koji su fiksni tro3kovi te
naci funkcije granénih troSkova u odnosu r@;, a onda u odnosu n@,. Interpretirati
rezultat.

Funkcija ukupnih prihoda i dobiti

Posmatrajmo proizvodnju dva dobtge su potraznjeQ; i Q-, a cijenep; i ps.
Tada je
P(p1,p2) = Qip1 + Q2p2 = Q1(p1,p2)p1 + Q2(p1, p2)p2
funkcija ukupnog prihoda kao funkcija cijena, dok je
P(Q1,Q2) = Q1p1(Q1, Q2) + Q2p2(Q1,Q2)

funkcija ukupnog prihoda kao funkcija potrazniji.

(%’_ je grantni prihod u odnosu na potraznjy;, i = 1,2, ..., n.

D(Q1,Q2) = P(Q1,Q2) — T(Q1,Q2)

je onda funkcija dobiti, dok je

- P
P(Q1,Q2) = 765?1 gj>-

prosje&ni prihod.

Primjer. Date su cijene dva dobna i p» kao funkcije proizvodnj&), i Q-, kao i
funkcija ukupnih troSkovd (Q1, Q)

p1=10—Q1, p2 =20 — Q2, T(Q1,Q2) = 4Q7 + Q3 + 10.
Izvesti funkciju dobiti u ovisnosti @)1, Q.

1.2.1 Homogene funkcije

Homogene funkcije

Definicija 1.1. Za funkciju f = f(x1,29,...,2,) kazemo da je homogena stepena
homogenostiv ako vrijedi

FOx1, Az, .., Aay) = XV f(x1, 22, ..., Tp).

Primjer.
f(x1, 22, 23) = CC% + 2:53 + 3z123.

Primjer. ProizvodnjaP zavisi o uloZzenom radil i uloZzenom kapitalC:
2 C 2
P(L,C) = L*In— + C%.

Ako se oba proizvoda faktord., C) istovremeno pov@aju zal0%, za koliko proce-
nata se promjeni proizvodnja.



Opctenito, za proizvoljnu funkcijy (z1, z9, . . ., 2,) koja je homogena stepena ho-
mogenostix
Af

f

tj. procenat promjene funkcij¢ kada se svaka promjenljiva wse za\ = 1 + 355,
gdje jep procenat promjene svake promjenljive.

(A% —1)-100%,

1.2.2 Eulerov teorem

Eulerov teorem

Teorem 1.2. Neka je funkcijaf homogena funkcija stepena homogenaesti Tada

vrijedi
of of of
xl@xl +x28x2 +...—|—xnazn =a-f

Ako cijelu jednakost podijelimo s#, dobijemo ekvivalent:

Teorem 1.3. Neka je funkcijaf homogena funkcija stepena homogenastiTada je
zbir svih koeficijenata elastiCnosti te funkcije jednadpsinu homogenosti funkcijei
vrijedi

ry Of | x Of T, Of

[Ou " Fow T T 0w,

Primjer. Epp + Epc = 2, gdje jeP(L,C) = L?In € + C2, tj. P je homogena
funkcija stepena homogenoati= 2.

1.3 Ekstremi funkcija viSe promjenljivih

Ekstremi funkcija viSe promjenljivih

Na isti n&in kao sto je to bio siéaj kod funkcija jedne promjenljive, sada posma-
tramolokalneekstreme funkcija viSe promjenljivih.

Definicija 1.2. Za funkciju f = f(X) = f(x1,22,...,2,) kaZzemo da ima lokalni
minimum u t&ki A(aq, as, ..., ay,) ako je ona definisana u nekoj okolifiiy taCke A
i ako vrijedi da jef(X) > f(A) za svakar € Uy.

Definicija 1.3. Za funkciju f = f(X) = f(x1,29,...,2,) kaZzemo da ima lokalni
maksimum u téki A(a1, as, ..., a,) ako je ona definisana u nekoj okolifiiy tacke A
i ako vrijedida jef(X) < f(A) za svakar € Uy.

Stacionarna tka funkcije f (z1, x2, ..., z,) je ta€ka u kojoj su svi parcijalni iz-
vodi funkcije jednaki nuli, tj.
of _of __ ol _,
ory  Oxy T Oz,



Primjedba. Stacionarna &ka ne mora biti téka lokalnog ekstrema.

Da li je stacionarna t&ka uofte t&ka lokalnog ekstrema i ako jeste, da li je maksi-
mum ili minimum, ispituje se po tz\&ilvestrovom kriteriju.

Hessian

Definicija 1.4. Nekajef = f(z1,xa,...,z,). Za ovu funkciju definiramo Hesseovu
matricu ili Hessianfunkcije:

fll f12 fln

for fo2 oo fon
H= . ] . 7
fnl fn2 fnn
gdje su
2
fig = viyj €{1,2,...,n}.

6xi6xj

1.3.1 Silvesterov kriterij

Silvesterov kriterij

1. Ako za Hessijan odden u stacionarnoj &i funkcije vrijedi

fi1 fio fir fiz fis
Dy =fi1>0, Dy = >0, D3=1| fo1 fa2 fo3 |>0,...,
o Jo far fa2 f33

D,, = |H| > 0 tada je stacionarnadka taka lokalnog minimuma.

2. Ako za Hessijan odden u stacionarnoj &i funkcije vrijedi

fii o fir fiz fis
Dy =fi1<0, Dy= >0, D3=1| fo1 fa2 fo3 |<0,...,
fu Jo f31 faz  fs3

tj. naizmjentno se mijenja znak glavnih minora Hessijana¢@ai od negativnog,
tada je stacionarnadhka tacka lokalnog maksimuma.

Primjer. Naci lokalne ekstreme funkcijé(z, y) = 22 + y? — 16.

Primjer. Naci optimalnu kombinaciju proizvodnje u cilju maksimizijandobiti iz
primjera funkcija prihoda i dobiti:

D(Q1,Q2) = —5Q7 — 2Q3 + 10Q; + 20Q2 — 10



1.3.2 Optimum - vezani (uvjetni) ekstrem
Optimum - vezani (uvjetni) ekstrem

Imamo funkciju ciljaf(x,y) i trazimo ili maksimum ili minimum te funkcije ne-
zavisnih promjenljivihz, y pod uslovony(z, y) = 0.

Metod supstitucije. Ovaj metod primjenjujemo kada iz usloyéx, y) = 0 mo-
Zemo jednu od promijenljivih izraziti ponga one druge, npry = ¢(z), a zatim to
zamjenimo (supstituiSemo) u jediiau funkcije f (z, y).

Na taj n&in funkcija postaje funkcija jedne promjenljive za kojuazno kako se
odreduje minimum i maksimum

f(x,y) = f(x,go(x)) = F(J?)

Primjer. Zadana je funkcija korisnosti za potr@sau(Q1, Q2) = Q1Q2, gdje jeQ
koli€ina proizvodaA a Q- koli¢ina proizvodaB. JedinEna cijena proizvoda je
1K M a cijena proizvoda je 4K M. Ukoliko potrS& ima na raspolaganjl200 K M
koje Zeli u potpunosti potrositi, prodde kolicine proizvodad i B uz koje se ostvaruje
maksimalna korisnost. Kolika je maksimalna korisnost?

Metod Lagrangeovih multiplikatora
Ovaj se metod koristi u stiaju kad iz dodatnog uvjeta ne mozemo izraziti jednu
nepoznanicu preko druge, ako je u pitanju funkcija cilja ggedromjenljive.

Dakle ako je funkcija ciljaf (x, y) a dodatni uvjey(z,y) = 0, umjesto funkcije
f(z,y) uvodimo novu funkciju

F(I,y,)\) = f(x,y) - )\g(x,y)

i sada se problem svodi na odreanje ekstrema funckij€'(z, y, A). Stacionarne t&ke
odradujemo iz

Fo = fo—2g=0
r, = fyf)\gy:()
Fy = 79(1';?/):0



Dalji postupak je isti kao u sttaju ekstrema sa viSe promjenljivih kada koristimo Sil-
vesterovo pravilo.

Primjer. Maksimizirati funkcijuf(z,y) = = + y na jedinEnoj kruznici.
Primjer. RijeSiti problem
flz,y) =22 +9*> — ext
r+y=1.
Kao Sto smo rekli, formiramo prvo lagranzijan
Az, y,A) = fz,y) = Ag(z,y) =2 +y° = Na +y — 1),
gdje je say(z,y) = x + y — 1 zadata uslovna funkcija. U drugom korakiduaamo

gradijent lagranzijana

=Q2r—N\2y—MNz+y-—-1).

VA1) = (8/\ OA 8A>

9z’ By’ In

Sada rjeSavamo sistem

2c—XA = 0
2y—X = 0
r+y—1 = 0.

Iz prve dvije jednaine sistema imam®dz = 2y, tj. = y, pa uvrStavajai to u trecu
jedn&inu, dobijamor = y = 1 i za ove vrijednosti je\ = 1. Dakle, imamo jednu
stacioarnu téku Xy (1,2, 1).

Posljedni korak je utvrdjivanje karakter&ke X,. Ratunajlti druge parcijalne izvode,
imamo
d*f(Xo) = 2dx? + 2dy? |

i vidimo da jed?f(Xy) > 0 (kao suma kvadrata), te dakle imamo minimum funkcije
f, priuslovug, utaki (3, 1), i oniznosif,, = 1.
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