
1.1 Ekstremne vrijednosti funkcije

1.1.1 Monotonost

Sada nas interesuje da gore isneseno primjenimo na ekonomskim funkcijama, posebno
u smislu posmatranja monotonosti i ekstrema funkcije. Posmatrajmo slijedéci primjer:

Primjer. T (Q) = −Q2 +5Q− 6. Za koje vrijednosti proizvodnje troškovi rastu, a za
koje opadaju?

1.1.2 Lokalni ekstremi funkcije

Lokalni ektremi funkcije

Lokalni ektremi su tǎcke od posebne važnosti za odredjivanje neke funkcije.

Treba razlikovatilokalneekstreme odapsolutnihili globalnihektrema.

Relativni minimum npr. se postiže u onoj tački u kojoj dolazi do promjene znaka
prvog izvoda iz negativnog u pozitivni, dok se relativni maksimum postiže u onoj tǎcki
u kojoj dolazi do promjene znaka prvog izvoda iz pozitivnog unegativni.

1.2 Primjena diferencijalnog računa u ekonomiji

Grani čne/marginalne funkcije u ekonomiji

Granǐcne funkcije u ekonomije su funkcije koje dobijemo iz već znanih pomócu
izvoda, tj. granǐcna funkcija je izvod pǒcetne funkcije. Dakle

• GT (Q) - funkcija granǐcnog troška :

GT (Q) = T ′(Q) =
dT (Q)

dQ
;

• GP (Q) - funkcija granǐcnog prihoda :

GP (Q) = P ′(Q) =
dP (Q)

dQ
;

• GD(Q) - funkcija granǐcne dobiti :

GD(Q) = D′(Q) =
dT (Q)

dQ
.
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Sjetite se da je izvod u stvari granična vrijednost - stopa promjene za veoma malu

promjenu argumenta(D′(Q) = lim
∆Q→0

∆D

∆Q
).

Teorem 1.1. Prosječni troškovi su jednaki graničnim troškovima ako su ti prosječni
troškovi minimalni.

Dakle posmatramōT (Q), gdje jeT̄ ′(Q) = 0. Odnosno :

T̄ (Q) =
T (Q)

Q
⇒ T̄ ′(Q) =

(

T (Q)

Q

)

′

=
Q · T ′(Q)− T (Q

Q2
= 0.

Odavdje slijedi

Q · T ′(Q)− T (Q) = 0 ⇒ QT ′(Q) = T (Q) ⇒ T ′(Q) =
T (Q)

Q
.

Ali po definiciji granǐcnog troška, imamo

GT (Q) =
T (Q)

Q
.

SaQ∗ oznǎcčavamo vrijednost za koju jēT (Q∗) = T̄min. Dakle

T̄ (Q∗) = 0 ⇒ GT (Q∗) = T̄ (Q∗).

Primjer. Poznata je funkcija ukupnih troškovaT (Q) = Q3 − 6Q2 + 16Q.

(a) Odrediti minimalni prosjěcni trošak;

(b) Odrediti minimalni prosjěcni trošak koristéci se gornjim teoremom.

Teorem 1.2. Dobit je maksimalna na nivou proizvedenih i prodatih proizvodaQ0 na
kojem je granični prihod jednak graničnom trošku.
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Dokaz.
D(Q) = P (Q)− T (Q) ⇒ D′(Q) = P ′(Q)− T ′(Q) = 0

⇒ P ′(Q∗) = T ′(Q∗)

GP (Q∗) = GT (Q∗)

Primjer.
T (Q) = Q2 + 500000, P (Q) = 1500Q.

(a) Odrediti funkcije ukupne dobiti i nacrtati grafove funkcijeT, P,D.

(b) Odrediti za koje vrijednostiQ se ne ostvaruje gubitak.

(c) Verificirajte rezultat iz teorema.

1.2.1 Elastǐcnost

Elastičnost

Elastǐcnost je sposobnost ekonomske veličiney da reaira manjim ili vécim intenzi-
tetom na promjene u nekoj drugoj veličini x s kojom je ona u funkcionalnoj mēduza-
visnostiy = y(x).

Rǎcuna se tako da se u omjer stave relativna promjena ekonomskeveličiney (tj.
∆y
y

i relativna promjena ekonomske veličinex (tj. ∆x
x

).

Tu mjeru oznǎcavamo sa

Ey,x =

∆y
y

∆x
x

, (1)

ali samo pod uvjetom da su promjene∆x i ∆y beskonǎcno male velǐcine, tj.

∆x → 0,∆y → 0.
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Pretpostavimo da jey neprekidna funkcija i kada∆x → 0 :

lim
∆x→0

∆y = lim
∆x→0

[y(x+∆y)− y(x)] = lim
∆x→0

y(x+∆y)− lim
∆x→0

y(x) =

= y( lim
∆x→0

(x+∆x)) − y(x) = y(x) − y(x) = 0.

Stoga ako jey neprekidna tada imamo∆x → 0 ⇒ ∆y → 0.

Budúci da su u formuli (1) velǐcine∆x i ∆y beskonǎcno male, imamo

Ey,x = lim
∆x→0

∆y
y

∆x
x

= lim
∆x→0

x

y
·
∆y

∆x
=

x

y
lim

∆x→0

∆y

∆x

odnosno

Ey,x =
x

y
·
dy

dx
(2)

je mjera ili koeficijent elastǐcnosti funkcijey u tǎcki x (Marshallova formula).

Ovo je sve uz pretpostavku da jey neprekidna funkcija.

Interpretacija koeficijenta elastičnosti

Pretpostavimo da jex promjenjena za1%, tj.

∆x

x
= 1% =

1

100
.

Ey,x ≈

∆y
y

∆x
x

=
∆y

y
· 100

dakleEy,x u tom slǔcaju predstavlja promjenu ekonomske veličiney u procentima koja
nastaje promjenom neovisne veličinex za1%.

Ey,x > 0 ⇒ povécanje promjeney.

Ey,x < 0 ⇒ smanjenje promjeney. Ako je |Ey,x| < 1, tada kažemo da je
funkcija y neelastǐcna (to znǎci da1% promjene velǐcinex izaziva promjenu velǐcine
y manju od1% i to smanjenjem ako je−1 < Ey,x < 0, odnosno povécanjem ako je
0 < Ey,x < 1).

Ako |Ey,x| > 1, tada kažemo da je funkcija elastična (to znǎci da1% promjenex
izaziva promjeney veću od1%.

Ako je Ey,x = 0 tada je funkcija perfektno neelastična.

Ako |Ey,x| = ∞, tada je funkcija perfektno elastična.

Ako je |Ey,x| = 1, tada funkcijay ima jedinǐcnu elastǐcnost.

Definicija 1.1. Podrǔcje elastǐcnosti funkcijey je skup

PEL(y) = {x|x ∈ D(y) i |Ey,x| > 1}.
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Definicija 1.2. Podrǔcje neelastǐcnosti funkcijey je skup

PNEEL(y) = {x|x ∈ D(y) i |Ey,x| < 1}.

Primjer. Odrediti koeficijent elastičnosti Paretove funkcije

y(x) =
0.4567

x2,3
.

Interpretacija: Vidimo da ovaj koeficijent uopće ne zavisi o velǐcini x, tj. on je−2, 3
na svim nivoima. Ako sex povéca za1% to prouzrokuje smanjenjey za2.3%.

Generalno govoréci, ako jey(x) = A
xα

,

Ey,x = −α.

Primjer. Odrediti koeficijent elastičnosti funkcije

y =
2x

2x− 3

i interpretirati rezultat.

Primjer. Izračunati koeficijent elastičnosti funkcije

log y = −0, 23 + 0, 32 log x.

Generalno

Ey,x =
x

y

dy

dx
=

dy
y

dx
x

=
d(ln y)

d(ln x)
=

d(log x)

d(log x)
.

Ey,x =
d(ln y)

d(ln x)

ako je funkcija u logaritamskom obliku.

Primjer. Odrediti podrǔcje elastǐcnosti i podrǔcje neelastǐcnosti funkcije potražnje
Q(p) = −200p+ 1000 kao funkcije cijenep.

Primjer. Funkcija izdataka za hranu ima oblik

y(x) =
19x

x+ 96

gdje jex dohodak. Izrǎcunati elastǐcnost izdatka za hranu prema promjeni dohotka
domácinstva i interpretirati rezultat.

Primjer. Zadana je cijenap kao funkcija proizvodnjeQ

p(Q) =
1− 10Q

20Q
.

Odrediti koeficijent elastičnosti potražnje u odnosu na razinip = 4 i interpretirati
rezultat.

5


