1.1 GraniCne vrijednosti

1.1.1 Intuitivni uvod u granicne vrijednosti
Uvod

Razvoj diferencijalnog m@una stimulisan je od strane dva geometrijska problema:

e nalaZenjem povrSina ravnih povrsi;

e nalaZenjem tangenti na krive.

Oba ove problema zahtjevaju ‘grénie procese’ za svoja da riesenja.

Medutim koncept limesa ili gragne vrijednosti je fundamentalni graditeljski blok
na kojem se zasniva cijeli diferencijalni i integralnra! Na p@&etku ovog poglav-
ljia €emo promatrati gradine procese informalno. Mnogi problemi diferencijalnog i
integralnog réuna se izvode iz slijedeca tri problema:

Tangentni problem

Ako nam je data funkcijg i tatka P(zo, yo) na grafu funkcije, né jednainu linije
koja je tangentna na gréfu tacki p

Povrsinski problem

Ukoliko nam je data funkcijg, n&ti povrSinu ispod grafa funkcij¢ i intervala|a, b]
naz-osi.

Problem trenutne brzine

Ukoliko nam je data kriva pozicije u odnosu na vrijemetzssticu koja se ki duz
koordinatne linije, néi brzinu teestice u datom vremenu.

Promatranje ovih problema ima dugu historiju.

Povrsinske formule za osnovne geometrijske figure, kaoustras/ougaonici, po-
ligoni i krugovi idu nazad do najranijih matemékih zapisa. Prvi pravi napredak od
najprimitivnih pokuSaja je napravio star@gr matemaitar Arhimed (‘ Apxtundns),
koji je razvio genijalnu, ali napornu tehniku, koja se zdeanika iscrpljenja kako
bi naSao povrsine regija koje su ogréeme parabolama, spiralama i raznim drugim
Krivim.

Do 17-o0g stoljéa mnogi su matematiri otkrili naCine kako izr&unati ove povr-
Sine koristéi limese. Mautim, svim ovim metodama je nedostajala generalnost.

Uvod u povrSinski problem



Veliki napredak su napravili nezavisno jedan od drugogatidewLeibniz, koji su
otkrili da se povrSine mogu dobiti otwci proces diferencijacije.

Newtonov radDe Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitzat
1711 se smatra ptetkom viSe matematike.

Sir Isaac Newton PRS MP

Gottfried Wilhelm Leibniz
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Tradicionalno se smatra da matematika koja proizilazingé&ntnog probleméini
diferencijalni r&un, dok matematika koja proizilazi iz povrsinskog probégpnedstav-
lja integralni r&un.

Medutim, vidjet€emo da su ova dva problema toliko vezani jedan za drugi da je
Cesto teSko napraviti razliku izrda diferencijalnog i integralnog €ana!

Kako bismo bolje razumjeli gornje probleme, potrebno je dmd precizniju defi-
niciju onoga $to smatramo tangentnom linijom, povrSinomzirmom.
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Sada kada imamo motivaciju, vrijeme je se pozabavimo sanojmgm grantne

vrijednosti.

Najosnovnija upotreba limesa je da opiSemo kako se fungoij@sa kada se neza-
visna promjenljiva priblizava odtenoj vrijednosti!

Primjer. Posmatrajmo stoga npr. funkciju= 3z + 1 i razliCite vrijednosti funkcije

za razltite argumente



x|105/07,08(09]| 095|099 0,999]| 0,9999
y|25]31|34|3,7]|385]|397]| 3,997 3,9997

Ocito, kako se argument funkcije priblizava vrijedndss$ia lijeve strane, vrijednost
funkcije se priblizava vrijednosti.

Kazemo da funkcija teZi vrijednostikako vrijednost: teZi kal (ovaj put s lijeve
strane).

x|15113|12(11|105|1,01| 1,001| 1,0001

y|55|49]| 43| 46| 4,15| 4,03| 4,003| 4,0003
tezi vrijednosti kako vrijednost: teZi kal (ovaj put s desne strane).

KaZemo da funkcija

Ako su desnaii lijeva gradna vrijednost funkcije jednake, onda kazemo da funkcija
ima gran€nu vrijenost u toj téki! Intuitivna i veoma neformalna definicija limesa:

Definicija 1.1. Ako se vrijednosti funkcijef (z) mogu napraviti onoliko blizu vrije-
nosti L koliko zelimo, tako Stacemo napravitic dovoljno blizu vrijednostiz (ali ne
jednako vrijednosti!), onda piSemo

lim f(x) =L,

r—ra
StoCitamo 'limes funkcijef (x) kadax tezi kaa'.

Primjer. Napravite konjekturu o vrijednosti limesa

X
lim —.
z—=0/x+1—-1

Primjer. Napravite konjekturu o vrijednosti limesa

sinx

lim
x—0 I

Primjer. Napravite konjekturu o vrijednosti limesa

. .
lim sin —.
x—0 x

Lijeva i desna granicna vrijednost
Definicija 1.2. Vrijednost  lim  f(z) ozn&avamosalim f(z)ilikratef(a+
RIND>z—a z—a+0

0), kad god ta vrijednost postoji i zovend@snom grantnom vrijednosti funkcije f
u tackia.

Po analogiji se definiralijeva grani¢na vrijednost

lim f(x)= f(a—0).

z—a—0
Nije teSko zaklj&iti da vrijedi

lim f(z) =b< Em_of(:c): lim f(z)=2».

r—a T r—a+0



Beskonane granicne vrijednosti - informalno

Ako se vrijednosti funkcijef () konstantno pov@avaju kako se: priblizava vri-
jednostia sa desne ili lijeve strane, onda piSemo
Jim 1) = o0l i fi) = oo

kako je odgovarajte i kazemo da se funkcijaneograniteno povecavkakoz tezi ka
a sa desne, odnosno lijeve strane.

Ako se vrijednosti funkcijef () konstantno smanjuju kako sepriblizava vrijed-
nostia sa desne ili lijeve strane, onda piSemo

xgrg+f(x) = —oo lli zlggf fl@)=—0

kako je odgovarajce i kazemo da se funkcijaneograni¢eno smanjujeakox tezi ka
a sa desne, odnosno lijeve strane.

Vertikalna asimptota

Definicija 1.3. Linija x = a se nazivavertikalna asimptotarafa funkcijef, ukoliko
se f(z) priblizava+oo ili —oo kako sex priblizavaa sa lijeve ili desne strane.

Granicne vrijednosti u beskona&nosti i horizontalne asimptote

Do sada smo samo posmatrali gare vrijednosti funkcija kada sepriblizavalo
nekoj konkretnoj vrijednosti. Medutim, veomatesto nas interesuje kako se funkcija
ponasa kada vrijednost argumenta neogramb raste ili opada.

Definicija 1.4 (Granitne vrijednosti u beskogaosti - informalno) Ako se vrijednosti
funkcije f(x) sve vise i viSe priblizavaju nekom brojukako se argument neograni-
¢eno poveéava, onda piSemo

Ako se vrijednosti funkcijef (z) sve vise i viSe priblizavaju nekom broju kako se
argumentr neogranteno smanjuje, onda piSemo

lim f(z)=L.

r——00

Geometrijski, ako s¢ (x) — L kakox — +oc0, onda se graf funkcije eventualno
sve viSe i viSe priblizava horizontalnojliniji = L (kada graf pomatramo u pozitivhom
smjeru).

Slicno, ako sef(x) — L kakox — —oo, onda se graf funkcije eventualno sve
viSe i viSe priblizava horizontalnoj linijy = L (kada graf pomatramo u negativhom
smjeru).



Definicija 1.5 (Horizontalna asimptota)Linija y = L naziva sehorizontalna asimp-
totagrafa funkcijef ako f(x) — L kakox — +ili  — —o0.

Definicija 1.6 (Beskon&ne grantne vrijednosti u beskogaosti - informalno) Ako se
vrijednosti funkcijef (z) sve viSe i viSe poveavaju kako se argumentneogranteno
povecava ili smanjuje, onda piSemo

i f(@) = oo dli - lim f(a) = oo
Ako se vrijednosti funkcijef (x) sve viSe i viSe smanjuju kako se argumenteogra-
niceno povéava ili smanjuje, onda piSemo

xginoof(:c) =—o0 ili xgrzloof(x) = —00

Takaoder grantna vrijednost u beskogaosti moze da udg ne postoji ukoliko
funkcija beskoné@no oscilira na takav rén da se vrijednost funkcije ne priblizava
nijednoj vrijednosti, niti se neograténo povéavaju niti smanjuju.

Takve su na prijer trigonometrijske funkciggn i cos. U tom slifaju kaZzemo da
grantnna vrijednost ne postoji zbog oscilacije.

Izacunavanje limesa

Deset standardnih gramiih vrijednostice formirati osnovu za izéunavanje gra-
nicnih vrijednosti. Tri uklj€uju konstantnu funkciju, tri ukljéuju linearnu funkciju,
dok €etiri uklju€uju racionalnu funkciju.

limk=*k lim k=Fk lim k=Ek,
Tr— — 00

T—ra T——+00
lim x = a, lim z=+o0, lim z = —o0,
T—a Tr——+00 T——00
. 1 . 1 . .
lim — =400, lim — = —o0, lim — =0, lim — =0.
x—0+ T z—0— T r—+00 I T——00 I

Osobine granitne vrijednosti funkcije

Nekalim ozn&ava jednu od gradnih vrijednostiim, 4, lim,_,,—, limg,_, o+, limz— 4 o,
ili lim,_,_~. Pretpostavimo da postoje gréne vrijednost funkcijed.,; = lim f(x) i
Ly =limg(x). Tada

1. lim[f(z) £ g(z)] = lim f(2) £ lim(z) = L1 + Lo

2. limk- f(x) =k -lim f(x) =k- L1 (k € R)

3. lim(f(z) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x) = LidotLs



4. lim L&) _ limf(@) L

g(x) L_;v (LQ 7& 0)
5. lim[f(2)]* = (lim f(2))* = L¥, (k € R).

Primjer. IzraCunati;

lim g(x)

1.
lim (222 — 5z + 10)
r—1
2.
lim
J,1—>rnl xr — ].
3.
. 22 —-5x+6
lim

Za svaki polinom
p(x) =co+caz+- 4 cpa”
i za bilo koji realan brop,

lim p(z) = p(a) = co + cra+ -+ cpa”

Tr—a

A Sta je s polinomima oblika™ u beskonénosti? Pogledajmo sliku!

MnoZenje sa pozitivnom brojem niSta ne mijenja, dok mnoZseajnegativnim bro-
jem mijenja znak beskogaosti. Takder moZzemo posmatrati gr&mie vrijednosti
funkcija definisanih dio po dio

f(x)— x2—5, <3
Tl Vo +13, >3



1.1.2 Granicna vrijednost funkcije
Granicna vrijednost funkcije

Do sada se sva diskusija zasnivala na intuitivnoj predostzbto znéi da se vri-
jednost funkcije sve viSe i viSe priblizava nekoj giamj vrijednosti.

Sada se kortao moZemo i trebamo, pozabaviti problemom gtagivrijednosti
formalnije. Stoga posmatrajmo funkciju za koj() — L kakoz — a.

Ako f(z) — L kakox — a, onda za bilo koji pozitivan broj, mozemo néi
otvoreni interval nac-osi koji sadrzi tdku x = o i ima osobinu da za svake u tom
intervalu, osim mozda u = a vrijednost funkcijef (z) jeizmeduL —ei L +¢.

Definicija 1.7 (Formalna definicija limesa)Neka je funkcijaf (x) definisana za svako
x U nekom otvorenom intervalu koji sadrzi brgjsa mogéim izuzetkom u samora.
Ondatemo pisati
lim f(z) = L
ako za bilo koji dati brog > 0 mozemo néi brojé > 0 takav da
|f(z) =L <e ako 0<|z—al<i.

Definicija 1.8. +oo je grantna vrijednost funkcijgs = f(x) u tatki a ako vrijedi da
za svakoM > 0 postojié koje zavisi odM takvo dacim je x iz Os(a), imao da je
f(z) > M, 1.

(VM >0)(26 =0(M)>0) z€Os(a)= f(z)> M.

Za—oo0, imamo

(VM <0)(F0=6(M)>0) z€O0s(a)= flz)< M.

L je grantna vrijednost funkcijey = f(z) kadax — +o00 ako
(Ve >0)AM =M() >0) 2>M=|f(x)—L|<e.
L je grantna vrijednost funkcijgy = f(z) kadax — —oc ako

(Ve >0)(AM =M() <0) z2<M=|f(x)—L|<e.

1.2 Neprekidnost

Neprekidnost



Obijekt koji se krée ne moze (ma koliko mi to mozda Zeljeli u stilu sci-fi filmova)
tek tako samo nestati i pojaviti se na drugom mjestu. Stogdikdput objekta u
kretanju posmatramo kao krivu, on aje neprekidna, bez mkukova ili prekida.

Ranije smo razmatrali neprekidnost informalno.ddém, taj pogled je i viSe nego
dobar, kao Sto vidimo iz definicije

Definicija 1.9. Funkcija f je neprekidna u tacke ukoliko su zadovoljeni slijedg
uslovi:

1. f(c) je definisana.

2. limg . f(x) postoji.

3. lim, . f(x) = f(©).

Ukoliko je jedan ili viSe od navedenih uslova nezadovolj@azemo da funkcijg
ima prekid u t&ki c.

Ako je f neprekidna u svakoj &i intervala(a,b) onda kazemo da je funkcija
neprekidna na interval(u, b).

Ukoliko je funkcija neprekidna na intervalis-oo, c0) onda kaZzemo da je svuda
neprekidna.

Primjetite da su prva dva uslova suvisni!

Primjer. Odrediti da li su slijedée funkcije neprekidne utki x = 2:

2 —4 S e )
= —J =2 W) = w-27
@ =125 0 ={ 77 122 ww={ T 172

Neprekidnost u primjenama

U primjenama, prekidi oldno signaliziraju pojave vaznih fizikalnih fenomena.

S obzirom da prekidi imaju zajne fizikalne interpretacije, vazno je da smo u
mogLEnosti identificirati téke prekida specifnih funkcija i da smo u mogdunosti na-
praviti opta tvidenja o osobinama neprekidnosti cijelih familija funkcijéJobicajeni
pristup da pokazemo da je funkcija neprekidna je da pokazne neprekidna u ne-
koj proizvoljnojtacki. Na primjer, kao Sto smo vijeli ranije, ako jéz) polinom i ako
je a proizvoljan realni broj da

lim p(z) = p(a).

r—a
Stoga, imamo slijeds rezultat:
Teorem 1.1. Polinomi su svugdje neprekidni.

Primjer. Pokazati da je funkcijér| svuda neprekidna.

10



Osobine neprekidnih funkcija
Teorem 1.2. Ukoliko su funkcijef i g neprekidne u tacki, onda

e f + gje neprekidna u;

e f — gje neprekidna u;

e f-gjeneprekidna u;

o £ je neprekidna u ako jeg(c) # 0, aima prekid u: ako jeg(c) = 0.

Teorem 1.3. Racionalna funkcija je neprekidna svuda osim u tackama plimenioc
jednak nuli.

. . . .o - 22 9
Primjer. Za koje vrijednostic imamo rupu u grafu funkcijez"=+?

Neprekidnost kompozicija

Ako lim ozna&ava jednu od gradinih vrijednostiim, ., lim,_, .-, lim,_, .+, limg_—, o
ili lim,—, . Ako jelim g(z) = L afunkcijaf je neprekidna u &ki L, onda je
lim f(g(x)) = f(L).
To jest,
lim(f(g(x))) = f(limg(x)).
Drugim rijeima, znak grariine vrijednosti moZe zamijeniti mjesto sa znakom funk-

cije, ukoliko je funkcija neprekidna i ukoliko postoji gri&ma vrijednost izraza unutar
funkcije.

Primjer. Ispitati neprekidnost funkcij — x2|.

Teorem 1.4. 1. Ako jefunkcijgy neprekidnau tackii ako je funkcijaf neprekidna
u tackig(c), onda je u kompozicija funkcijfi o g neprekidna u tacki.

2. Ako je funkcijag neprekidna svuda i ako je funkcijaneprekidna svuda, onda
je u kompozicija funkcijg o g neprekidna svuda.

Stoga na osnovu prethodnog primjera zaklijigmo na primjer da je apsolutna vri-
jednost neprekidne funkcije neprekidna funkcija!

Teorema srednje vrijednosti

Teorem 1.5. Ako je f neprekidna funkcija na zatvorenom intervalu b] i ako ek
bilo koji broj izmelu f(a) i f(b) (inkluzivno), onda postoji najmanje jedan brojna
intervalu[a, b] takav da jef (x) = k.

Posljedica 1.1. Ako je f neprekidna nda, b] i ako suf(a) i f(b) razli¢iti od nule i
suprotnog znaka, ona postoji najmanje jedno rjeSenje jéihesf () = 0 u intervalu
(a,b).

Primjer. Nati rie3enje (priblizno) realno jedidmez?® — z — 1 = 0.

11



Neprekidnost trigonometrijskih funkcija

Teorem 1.6. Ako jec € R proizvoljan broj u domeni specificirane trigonometrijske
funkcije, onda

lim sinx = sine¢, lim cosz = cosc, lim tgx = tgc,
xr—c r—c xr—c

lim cscx = csce, lim secx = sece, lim ctgx = ctge.
r—c r—c r—cC
Teorem stezanja/send\i/lopovi i policajci
Teorem 1.7. Ako suf, g i h funkcije koje zadovoljavaju nejednakosti
g9(x) < f(z) < h(x)),

za svar u nekom otvorenom intervalu koji sadrZi tatkusa moguc€im izuzetkom u
samoj tackic. Akog i h imaju istu granic¢nu vrijednost kako sepriblizavac, recimo

lim g(z) = lim = h(z) = L,
onda i f mora imati istu granicnu vrijednsot kako seprilizavac, tj.

lim f(z) = L.

r—c
Primjedba. Ova teorema tak@er vrijedi i za beskortne grantne vrijednosti.
Primjer. Dokazatida je

. sinx . 1—coszx
lim =1, lim ——— =
z—0 X z—0 xT

12
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Primjena limesa u ekonomiji

Zadana je cijena kao funkcija potraznjé:
d+1
p(d) = -—

Izrazite potraZnju kao funkciju cijene i iztanajtelim,_, ; - d(p)

Neki standardni limesi

1 x
lim <1 + —> =e,
T——+00 xX

odakle smjenond = ¢ dobijamo

lim (1 +x)% =e.

x—0

Primjer. IzraCunati

im —
z—0e® — 1

sinx
lim
z—0 X

Primjer.

sin 2x
im
z—0 X
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