Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita 19/06/2008

Nema napustanja ispita u prvih 30 minuta niti u zadnjih 15 minuta ispita.
Ispit traje 2 sata i 15 minuta.

Imate 5 dodatnih minuta za ¢éitanje pitanja.

Navedeni bodovi su od 60 maksimalnih, po 20 za svaki zadatak.

Koristiti ISKLJUCIVO hemijsku olovku plave ili crne tinte.

Zadatak 1. Neka je C' = {(z,y,2) € R*|4(2* +y?) =1+ 2%, 2 =2z + 1}.

(a) Napisite C' kao bazni skup, tj. C = {(z,y,2) € R3|Fi(x,y,2) = Fy(z,y,2) = 0}, sa dvije
odgovarajuce funkcije F; i Fy; zatim

(i) provjerite da C' definiSe regularnu krivu tako sto ¢éete pokazati da su gradijenti VF (z,y, 2)
i VF5(z,y, 2) linearno nezavisni za sva (x,y, z) € C; 2]

(ii) nadjite regularnu parametrizaciju za krivu. [4]

(b) Pretpostavite da je s — (s) duzinom luka parametrizirana kriva, T'=+/, sa T"(s) # 0 za sva

s.
(i) Dajte definiciju krivine & i torzije 7, kada je N = % [2]
(ii) Pokazite da krivina zadovoljava k2 = |y x v"|%. 2]
(¢) Nadjite krivinu (do znaka) i torziju krive date u (a). [5]

(d) Neka je t — ~(t) regularna parametrizovana kriva i neka je s — (s) = v(t(s)) repara —
metrizacija krive v (ne obavezno duzinom luka). Pokazite da je, za sva s,

xR X
R T
(Pomo¢: Razmislite o koeficijentima koje trebate prije racunanjal) [5]

Rjesenje.
(a)
(i) Uzmimo Fy(z,y,2) := 42% + 4y* — 22 — 11 Fy(x,y, 2) := 22 — 2 + 1;
Onda VFy(z,y,2) x VEy(z,y,2) = —4(2y, z — 22,4y) = —4(2y, 1,4y) # 0 jer je z = 2z + 1;
stoga su VFy(x,y,2) i VFa(x,y, z) linearno nezavisni za sva (z,y, z) € C.

Teorema implicitnog preslikavanja sada osigurava da je C regularna kriva.

(ii) Posmatrajmo 0 = Fy(z,y,2z + 1) = 4y? — 4z — 2, §to daje z = y? — 1;

2
stoga t — y(t) := (t? — 3,t,2t?) daje regularnu parametrizaciju jer je v/(t) = (2t,1,4t) # 0, Vt.

(i) Krivina: x(s) =T"'(s) - N(s) = |T"(s)|.

Torzija: 7(s) = N'(s) - B(s) = N'(s) - (T'(s) x N(s))

(ii) 7 je parametrizirana duzinom luka, |y'|? = 1, tako da 7" L +/;
onda |’Y/ % ,Y// 2 _ |,Y/|2|,y// 2 _ |’7N 2 _ |T/‘2 — HQ.

(c) Racunamo ~/(t) = (2t,1,4t) i v"(t) = (2,0,4) tako da r = [Z272 = m% jer je v

planarna kriva, 7 = 0.
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(d) Racunamo

( ) = t'(s)(t(s))
ﬁ”(S) £2(s)7" (#())+77' (¢(s))

2 /(2 3) "2
Lm0 — Lol 4(s)).

Iy x|
[v'16

tako da je (s) = |’Y’(t(5?

Zadatak 2. Neka je (u,v) — x(u,v) regularna povrs sa prvom i drugom fundamentalnom formom T i
1.

(a) Pokazite da postoji jedinstveno polje linearnih preslikavanja S : R? — R? (operator oblika),

tako da
(.,.) =1(,S.);
Pokazati da je S simetri¢no u odnosu na I, tj., I(.,S.) = I(S.,.). [5]
(b) Definisite precizno pojam geodezije. Dokazite da geodezija mora imati konstantnu brzinu. [5]
(¢) Neka je povrs (u,v) — x(u,v) parametrizirana sa x(u,v) = (ucosv,usinv,v). Pokazite da je
kriva 8(t) = x(¢,0) geodezija povrsi x. [3]
(d) Neka je X C R? cilindar na krivoj u (x,y)-ravni. Dokazite da je geodezija na ¥ (opsti) heliks.
7]
Rjesenje.
(a) Ako napisemo fundamentalne forme u matri¢noj formi,
_(EF . _ (e f
=(Fe) 1 1=(;))
spoza¢emo da II(.,.) =1(.,S.) ako i samo ako
-1
_ (EF e f
s = (Fe) (11)
_ 1 ( a —F) (e f)
= EG-F2\-F E J\fyg

_ 1 Ge—Ff Gf—Fg
EG—-F2 \ Ef—-Fe Eg—Ff )"

Simetrija S u odnosu na I prati direktno:
I(S.,.)—1(,8.)=ST-1S=T"-T=0
jer je druga fundamentalna forma simetri¢na.

(b) Neka je t — ~v(t) = x(u(t),v(t)) kriva i neka je t — £(t) vektorsko polje duz 7 tangentno na
povrs; neka je ¢ — N(t) = N(u(t),v(t)).

Vat=¢— (¢ -N)N

¢e se zvati kovarijantni izvod od £ duz krive.
Kriva se zove geodezijom ako

V%’yl =0.
Ocito
(W) =27-7"=27-(Vay + (" N)N) =0,
§to pokazuje da |y/|? = const.
(c) B(t) = (t,0,0), paje B’ (t) =0, pa je stoga 8 geodezija.
(d) Parametrisemo cilindar sa (u,v) = x(u,v) = (x(u),y(u),v), gdje 2’* + y’> = 1 bez gubitka

generalnosti, i stoga I = du® + dv®. Posljedicno, T'¥; = 0 i jednacine za geodeziju imaju oblik
u” =v" =0 tako da u(t) = at + b, v(t) = ct + d sa a,b,c,d € R. Stoga, geodezija je oblika

t—y(t) = (z(at +b),y(at +b),ct + d)

i, sa e = (0,0, 1), nalazimo da

_ 1 /. _ c —
T-e= Y e = iy = const.

Stoga je v opsti heliks.
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Zadatak 3.

(a) Pretpostavite da je (u,v) — x(u,v) € R® regularna parametrizirana povrs.

(i) Sta su prva i druga fundamentalna forma 1 i I povrsi x? 2]
(ii) Objasnite sta to znaci kada kazemo da je x konformalna. [1]
(iii) Sta znaci kada kazemo da x parametrizira minimalnu povrs? 2]

(b) Pokazite da je Enneperova povrs (u,v) + (u® — 3u(1l +v?),v* — 3v(1 +u?), 3(u? — v?)) konfor-

malno parametrizovana minimalna povrs. [7]
(¢) Izracunajte drugu fundamentalnu formu helikoida. 8]
Rjesenje.

(a)
(i) I = Edu® + 2Fdudv + Gdv? sa E = |x,|%, F =x, - x, i G = |z,|2.
I = edu® + 2fdudv + gdv? sa e = —x,, - Ny, f = =X, - Ny i g = —x, - N,.

(i) F=0i E=G.

. o . 3 . e _ Kitke _ Eg—2Ff+Ge
(iii) x je minimalna ako njena srednja krivina H = #1452 = S BC-F7)

nestaje.

(b) Oznacicemo parametrizaciju sa x, kao i obi¢no. Prvo provjerimo konformalnost: sa

x,(u,v) = 3(u? — (1 +v?), —2uv,2u)
x,(u,v) = 3(—2uv,v? — (1 +u?), —2v)

koeficijenti prve fundamentalne forme postaju

E(u,v) = 9{(u® — (1 +v2))? + 4u?(1 +v?)} = 9(1+u?+v?)?
G(u,v) = 9{(v? — (1 +u?))? + 40%(1 +u?)} = 9(1+u? + v?)?
Flu,v) = 9{—2uv(u?®—v?>-1+v?>—-u?>—-1)—4duw} = 0

Sto pokazuje da £ = G i F = 0 tako da je x konformalno.

Kako bismo provjerili da je x minimalno mi izracunamo
Ax(u,v) = 6(u, —v,1) + 6(—u,v,—1) = (0,0,0)

tako da je x minimalna, jer je konformalna i harmonié¢na.

(c) Helikoid mozemo parametrizirati sa
(u,v) = x(u,v) = (sinhu cos v, sinh usin v, v)

(sa prvom fundamentalnom formom I|¢, ) = cosh? u {du? + dv?}, kao §to je izracunato ranije).
Stoga

Xy (u,v) = coshu (cosv,sinv,0) 1 x,(u,v) = (—sinhusinv, sinhucosv,1)

tako da (vidi Problem 5.4)

N(u7 U) = xung (u’ rU) = (ciisnhvu7 - ci)ﬁlvu ’ tanh u)
i
Xuyu(u,v) = sinhu (cosv,sinwv,0)
Xup(u,v) = coshu(—sinv,cosv,0)
Xpu(u,v) = —sinhu (cosv,sinwv,0)

tako da
6(’LL,U):0, f(u,v):—l i g(u7v)=0

i stoga, I|(y,») = —2 dudv.
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