Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita 07/04/2008

Nema napustanja ispita u prvih 30 minuta niti u zadnjih 15 minuta ispita.
Ispit traje 2 sata i 15 minuta.

Imate 5 dodatnih minuta za ¢itanje pitanja.

Navedeni bodovi su od 60 maksimalnih, po 20 za svaki zadatak.

Koristiti ISKLJUCIVO hemijsku olovku plave ili crne tinte.

Zadatak 1. Neka je s — 7(s) duzinom luka parametrizirana kriva.

(a) Definisite jedinicno tangentno vektorsko polje T i krivinu k. [2]
(b) Pokazite da je krivina identi¢no jednaka nuli ako i samo ako slika krive v lezi na pravoj.  [5]

(c¢) Definisite principalno normalno vektorsko polje N, binormalu B i torziju 7. Navedite i dokazite
Frenet-Serret formule za . [5]

(d) Pokazite da je odnos 7/ konstantan ako i samo ako postoji konstantni jedini¢ni vektor u koji
¢ini konstantan ugao 6 sa tangentnim vektorskim poljem T, tj. T - u = cosf. Kako se u ovom
sluc¢aju zove kriva ~? 8]

Rjesenje.

(a) Ako je v +— ~(s) parametrizovana duzinom luka, onda
e T(s) :=+/(s) definiSe jedini¢no tangentno vektorsko polje i

e 0=1=(T-T)(s) =T(s)-T'(s) tako da T'(s) || N(s) i N moze biti definisano normalizacijom
T’ sve dok T’ nije nestalo.

Onda se K(s) := T"(s) zove vektorsko polje krivine krive v i

k(s) :=T'(s)- N(s) = K(s)- N(s)

se zove njenom krivinom.

(b) Ako je v(s) = p+gs, p,q € R?, |q| = 1, onda je T(s) = ¢ konstantno i 7(s) = 0, pa je stoga
k(s) = 0.

Obratno, ako je k(s) = 0, onda je T konstatno, T'(s) = g recimo. Integrirajuéi v'(s) = ¢, dobivamo
v(s) = p+gs, gdje je p=(0).
(c¢) Principalna normala je glatko vektorsko polje s — N (s) tako da, za sva s:

IN(s)] = L,N(s) L~'(s) 17"(s) € span{+/(s), N(s)}.

Vektorsko polje B := T x N zovemo binormalno (vektorsko polje) krive. Torzija je

7(s) = N'(s) - B(s) = N'(s) - (T'(s) x N(s)).

Principalni okvir F' = (T, N, B) duzZinom luka parametrizovane krive s — 7(s) zadovoljava

0 —k O T = kN
FF=F|x 0 -1 N N' = —kT +7B .
0 7 0 B = —rN

gdjesu k:=T'- N i7:=N'- B krivina i torzija krive ~.

Jer je s — F(s) € SO(3) imamo F~! = FT i stoga

T-T" T-N T-B 0 T-N' T-B 0 -k 0
d=F'F=(N.-T" N-N N-B |=|N-T 0 N-B |=|x 0 -7
B-T" B-N' B-B B-T" B-N 0 0 0
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(d) Krivu ¢ — ~v(t) zovemo (opsti) heliks ako njene tangente ¢ine konstantan ugao sa fiksnim
pravcem a € R® u prostoru, tj., a-T = const.

Pretpostavimo da je s — 7(s) duzinom luka parametrizovan (opsti) heliks. Onda
0= (a-T) =ka-N,
to jest, ako k # 0, onda je a paralelno sa rektifiraju¢om ravni,
a=AT"+uB
sa pogodnim funkcijama A i . Diferencirajuéi nalazimo da
0=a =XNT+ (A& —p7) N + u'B,

to jest, A i p su konstantne i odnos - = A je konstantan.
“w

Obratno, ako T = const za krivu s — 7(s) biramo a € IR tako da
0=kKcosa—Tsina

kako bismo dobili
(cosaT +sinaB) = (kcosa — Tsina) N = 0.

To jest, a := cosaT + sina B je konstantan pravac koji ¢ini konstantan ugao o sa T jer je a-T =
cos a.

Zadatak 2. Neka je (u,v) — x(u,v) regularna povrs sa prvom i drugom fundamentalnom formom I i

I
(a) Pokazite da postoji jedinstveno polje linearnih preslikavanja S : R? — IR? (operator oblika),
tako da
o(.,.) =1(,S.);
Pokazati da je S simetri¢no u odnosu na I, tj., I(.,S.) = I(S.,.). [5]

(b) Definisite precizno pojam geodezije. Dokazite da geodezija mora imati konstantnu brzinu. [5]

(¢) Neka je povrs (u,v) — x(u,v) parametrizirana sa x(u,v) = (ucosv,usinv,v). Pokazite da je
kriva 8(t) = x(¢,0) geodezija povrsi x. [3]

(d) Nadjite Gaussovu i srednju krivinu povrsi parametrizirane kao u (c). [7]
Rjesenje.
(a) Ako napisemo fundamentalne forme u matri¢noj formi,
—_(EF ; — f
t=(rg) 1 1=(37)
spozad¢emo da II(.,.) =1(., S.) ako i samo ako
~1
— EF f
s = (F6) (i7)
_ 1 ( G 7F) (e f)
= EG-2\-F E)\ryg
1 (Ge—Ff Gf—Fg)
ECG—F? \ Ef—Fe Eg—Ff )"
Simetrija S u odnosu na I prati direktno:
I(S.,.) —1(,8.) =ST—-I1S=T"-T =0
jer je druga fundamentalna forma simetri¢na.
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(t),v(t)) kriva i neka je t — £(t) vektorsko polje duz v tangentno na

) = N(u(t),v(t)).
Vat:=¢ (¢ -N)N

(b) Neka je t — v(t) = x(
povrs; neka je t — N(t

¢e se zvati kovarijantni izvod od & duz krive.
Kriva se zove geodezijom ako

V%v’ =0.
Ocito
(WP =2v7"=27(Vary' + (" - N)N) =0,
Sto pokazuje da |y'|? = const.

(c¢) B(t) = (t,0,0), paje B'(t) =0, pa je stoga [ geodezija.
(d) Imamo da je
Xy = (cosv,sinw,0), x, = (—usinv,ucosv,1).

Stoga je Gaussovo preslikavanje je onda

Xy X Xy

N =

= (sinw, —cosv,u)/v/ 1+ u?

Xy X Xyl

(primjetiti - negacija ovog izraza je tadjor validan odgovor za N). Koeficijenti prve fundamen-
talne forme su
= |xu|2 =1, F=x,-x,=0, G= |xv|2 =u?+1.

Kako je
Xuu =0, Xyy = (—sinwv,cosv,0), Xu, = (—ucosv, —usinv,0),

koeficijenti druge fundamentalne forme su

e=Xyuy N=0, [f=%Xu N=-1/v/14+u2 ¢g=x,,-N=0.

Stoga je operator oblika

S:

1 (Ge—Ffo—Fg>_ 1 ( 0 —W)_( 0 -t

EG-F?\Ef-Fe Bg—Ff) 1+u’ \-= 0 — G

(napomena - negacija je takodjer tacan odgovor zavisno od znaka N), pa je stoga Gaussova

krivina i

K=detS = _m,

a srednja krivina

1

Zadatak 3.
(a) Objasnite kada je t — N(t) paralelno normalno vektorsko polje duz regularne krive t — ~(t). [2]

(b) Dokazite da paralelna normalna polja duz krive imaju konstantnu duzinu i da, ako su Ny i N

dva paralelna normalna polja duz ~y, N1 i Ny ¢ine konstantan ugao. [5]
(c)

(i) Navedite Rodriguesovu jednacinu, rezultat koji karakterizuje pravce krivine. 3]

(ii) Pokazite da je t — ~(t) = x(u(t),v(t)) linija krivine regularne parametrizovane povrsi x

ako i samo ako je t — N(t) = N(u(t), v(t)) paralelno normalno polje duz ~. [5]
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(d)

Neka su (u,v) — x1(u,v),x2(u,v) € R? dvije regularne povrsi sa Gaussovim preslikavanjima
N; i No. Pretpostavimo da je x1(u,0) = x2(u,0), to jest, povrsi se sijeku duz krive u —
~v(u) := x;(u,0). Pretpostavite da je u — ~(u) linija krivine za obje krive. Pokazite da se
povrsi sjeku pod konstantnim uglom. [5]

Rjesenje.

(a)
(b)

Normalno polje N duz v je paralelno ako V*N = N’ — (N’ -T)T = 0.

Koristimo T 1 N:

ako je N paralelno onda (|N|?) = 2N - N’ =2N - VN =0, tj. |N| = const;

ako su Nj i Ny paralelni onda (Nj - N)' = Nj - Ny + Ny - Ny = V-N; - Ny + Ny - VEN, = 0;
Stoga cosa = % = const kada « oznaqv cava ugao izmedju Ny i No.

(i) Rodriguesova jednacina: 0 = dN + kdx; jednacina je zadovoljena pravcima krivine (k je
onda odgovarajuéa principalna krivina) i samo sa njima.

(ii) Ako je t — () linija krivine, onda po Rodriguesovoj formuli,

0=N'+ry =VIN+ (k+ ]IVW,’AIZI )9 i konkretno, V- N = 0.

Ako je VEN = 0, onda N’ = —ky' sa nekom funkcijom x i po Rodriguesovoj formuli, v je
pravac krivine (sa odgovarajué¢om principalnom krivinom k).

Ako je u — 7(u) linija krivine za x; onda je N;(u) = N;(u,0) paralelno duz 7 po (c);
stoga, ako je v linija krivine za obje povrsi, onda su N; i N, paralelna normalna polja duz v,
te stoga ¢ine konstantan ugao, po (b).

2008 Diferencijalna Geometrija: Pismeni dio ispita 07/04/2008



