Diferencijalna Geometrija: Test 2 23/02/2012

Nema napustanja ispita u prvih 15 minuta niti u zadnjih 15 minuta ispita.

Test traje 1 sat i 30 minuta.

Imate 5 dodatnih minuta za ¢itanje pitanja.

Navedeni bodovi su od 40 maksimalnih.

Koristiti ISKLJUCIVO hemijsku olovku plave ili crne tinte.

Zadatak 1. Neka je (u,v) — o(u,v) regularna parametrizovana povrs.

(a)

(i) Definisite prvu i drugu fundamentalnu formu povrsi o. [1]

(ii) Napisite formule za Gaussovu krivinu K i srednju krivinu H pomoéu koeficijenata prve i

druge fundamentalne forme povrsi o. [1]
(iii) Definisite Gaussovo preslikavanje n(u,v) povrsi o. [1]
Definisite linijsku i razvojnu povrs. 2]
Dokazite da je cilindar razvojna povrs. Navedite sve razvojne povrsi koje znate. [4]
Kako bi povrs bila izometri¢na ravni, potrebno je i dovoljno da je Gaussova krivina K == 0.
Skicirati dokaz, te jasno navesti sve rezultate koji se koriste. [7]

Pokazite da je kupa (r,0) — r~v(0), gdje je § — ~(0) € S? duzinom luka parametrizovana
sferi¢na kriva, izometri¢na ravni. [5]

(i) Navedite Rodriguesovu jednacinu, rezultat koji karakterizuje pravce krivine. [2]
(ii) Pokazite da je t — ~(t) = x(u(t),v(t)) linija krivine regularne parametrizovane povrsi x

ako i samo ako je t — N(t) = n(u(t), v(t)) paralelno normalno polje duz ~. [3]

Neka su (u,v) = x1(u,v),%2(u,v) € R? dvije regularne povrsi sa Gaussovim preslikavanjima
n; i ny. Pretpostavimo da je x;(u,0) = z2(u, 0), to jest, povrsi se sijeku duz krive u — y(u) :=
x;(u,0). Pretpostavite da je u + ~y(u) linija krivine za obje krive. Pokazite da se povrsi sjeku
pod konstantnim uglom. [3]

Objasnite sta to znaci kada kazemo da je x konformalna. [1]

(i) Neka (u,v) — x(u,v) = (r(u) cosv,r(u) sinv, h(u)) parametrizira povrs revolucije; nadjite
uslove za r i h kako bi x bila konformalna povrs. [4]

(ii) Nadjite konformalnu parametrizaciju x povrsi
Yi={(z,y,2) € JRB|£82 +y2 = cosh? z}.

[4]
Neka je (u,v) — &(u,v) tangencijalno vektorsko polje duz parametrizovane povrsi (u,v) —
x(u, v).

(i) Definisite kovarijantni izvod (u,v) u pravcu (A, p) ovog vektorskog polja. [1]

(ii) Definisite Christoffelove simbole. [1]
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Rjesenje.
(a)
(i) I = Edu® + 2Fdudv + Gdv? sa E = |x,|%, F = x, - x, i G = |z,|2.
I =edu®+2fdudv + gdv? sae= —X, Ny, f= —Xy Ny i g = —X, - Dy
(i)

H:ng2Ff+eG I eg — f?

20EG-F?) ' EG-F?

(iii) Linija t — x(u, v)+t (x4 XX, ) (¢, v) se zove normalnom linijom povrsi x u x(u, v); jedini¢no
normalno vektorsko polje

se zove normalom ili Gaussovim preslikavanjem od x.

(b) Povrs ¥ C R? se zove linijska povrs ako prima (lokalno) parametrizaciju x forme
(u,v) — x(u,v) = vy(u) + vn(u),

gdje je u — ~y(u) regularlna kriva u R® i u + n(u) € S? jedini¢no vektorsko polje duz ~.

Razvojna povrs je linijska povrs (u, v) — v(u) +vn(u) ¢ije je Gaussovo preslikavanje n(u,v) = n(u)
jedino zavisno o u, tj.,
n, =0.

(c) Cilindar =7(u) =m(u)
(u7 ’U) = X(”? ’U) = (m(u), y(u), U) = (ac(u)7 y(u>7 0) +v (07 0, 1)

je onda (o¢ito) linijska povrs i ima Gaussovo preslikavanje

R S o
n(u, U) - 272 (u) 41’2 (u) (y (’U/)7 €z (u)’ O)’
koje ne zavisi o linijskom parametru v.

(d) Neka je (u,v) — x(u,v) = v(u) + vn(u) razvojna povrs, tj., n, = 0; onda
f=—-x%x,-n,=0 and g=-x,-n,=0

tako da je Gaussova krivina K = 0. Rekli smo (i djelimi¢no dokazali) da su razvojne povrsi
(lokalno) izometriéne ravni, tj., primaju (lokalno) izometriénu parametrizaciju.

Sada pretpostavimo da povr$ prima izometriénu parametrizaciju, tj., parametrizaciju (u,v)
x(u,v) sa I = du? + dv?. Onda, po Gaussovoj Theoremi egregium, K = 0. Stoga:

Teorema. Kako bi povr§ bila izometri¢na ravni potrebno je da ima Gaussovu krivinu K = 0.

S druge strane, ako ( . - . :

Xy Ny ) (X Ny ) — (X Ny ) (X 11y

0 = K = EG—F2
(X XXy)-(ny, X10y)
EG—F?

[n,ny,,ny|
VEG—F?’
onda n, i n, moraju biti linerno zavisne tako da n samo zavisi o jednom parametru (konstantna
je duz odredjenih krivih na povrsi). Stoga tangentne ravni povrsi samo zavise o jednom parametru
(primejetite takodjer da je udaljenost d = x - n konstantna duz ovih krivih) i da, kako smo vidjeli
ranije, povrs mora biti razvojna povrs.

Zajedno sa Cinjenicom da su razvojne povrsi izometri¢ne ravni, dobivamo:
Teorema. Kako bi povrs bila izometri¢na ravni dovoljno je da je njena Gaussova krivina K = 0.

(e) Parametrizirajuéi X kao povrs revolucije imamo z = h(u) i coshz = /22 + y2 = r(u);
stoga r(u) = cosh h(u) tako da konformalnost znaci

W' (u) sinh® h(u) + h'?(u) = cosh® h(u) <= h?(u) = 1;
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stoga (u,v) — o(u,v) := (cosh ucos v, coshusinv,u) daje konformalnu parametrizaciju od X.

(i) Rodriguesova jednacina: 0 = dn + kdx; jednacina je zadovoljena pravcima krivine (k je
onda odgovarajuéa principalna krivina) i samo sa njima.

(ii) Ako je t — () linija krivine, onda po Rodriguesovoj formuli,

0=N'+ry =VIN+ (k+ %)7’ i konkretno, V- N = 0.

Ako je VEN = 0, onda N’ = —ky' sa nekom funkcijom x i po Rodriguesovoj formuli, 4 je
pravac krivine (sa odgovarajué¢om principalnom krivinom k).

(g) Ako je u — 7(u) linija krivine za x; onda je N;(u) = n;(u,0) paralelno duz vy po (c);
stoga, ako je v linija krivine za obje povrsi, onda su N; i N, paralelna normalna polja duz v,
te stoga ¢ine konstantan ugao.

(h) F=0iE =G,
(i) Ovdje
E(u,v) = |(r' (u) cos v, (u) sinwv, b (v))]* = r*(u) + h'*(u)
F(u,v) = (r'(u) cosv, 7' (u) sinv, ' (u)) - (—r(u) sinv, r(u) cosv,0) = 0
G(u,v) = |(—=r(u)sinv, r(u) cos v, 0)|* = 72 (u)
tako da je povrs konformalna ako i samo ako 2 + h/2 = r2.
(ii) Parametrizirajuéi 3 kao povrs revolucije imamo z = h(u) i cosh z = /22 + y2 = r(u);
stoga r(u) = cosh h(u) tako da konformalnost znaci

h'%(u) sinh® h(u) 4+ h'?(u) = cosh® h(u) <= h?(u) = 1;

stoga (u,v) — o(u,v) := (coshu cosv, coshusinv, u) daje konformalnu parametrizaciju od X.

(i) Neka je (u,v) — &(u,v) tangencijalni vektorsko polje duz para—metrizovane povrsi (u,v) —
x(u,v); njegov kovarijantni izvod u (u,v) u praveu (A, ) je

(v(A,u)§)|(u,v) = {( A + p160) — (A + p&y) - m) n}(u,v).

V se takodjer zove Levi-Civita konekcija. Koeficijenti Ffj u
V;(0ix) := 0;0;x — (0;0ix -m)n =), Ffj Ax

se zovu Christoffelovi simboli.

Vi,0Xe = 1%y +THxXe,  V(g1)Xu =: [ipxy 4+ TlhxXy;
V(1,0X0 =: I‘glxu + I‘%lxv, Vio,1)Xe =: F%QXU + I%va.
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