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Poglavlje 1

Linearna algebra

1.1 Matrice i determinante

1.1.1 Operacije sa matricama

Primjer 1.1.1 Odrediti parametre a i b tako da matrice

4 12 a? 12
3 —1 { 3 b+3
0o 7 0 7

budu jednake.

Rjesenje. Matrice A i B su istog formata i jednake su ako su im odogvarajuéi elementi jednaki.
Dakle, mora da vrijedi a? = 4 odakle je a = £2 i b + 3 = —1 odakle je b = —4.

Primjer 1.1.2 Izracunati zbir ¢ razliku matrica

1
-3
3

MRS
-~
[\
[\

1 4 -1 5 1—1 445 [ 0 9
-3 0|+ 2 2 = —-34+2 042 | = -1 2
5 7] | -1 3] | 5-1 7+3] | 410
[ 1 4] [ -1 5] [ 141 4—-5] [ 2 —1
-3 0 | — 2 2 = —-3—-2 0—-2 1 =1{ -5 =2
5 7] | -1 3] | 5+1 7-3] | 6 4
Primjer 1.1.3 Date su matrice
3 5 4 1 3 010
A:Lg}, B=1|21]|, Cc=10200],
5 1 01 20

D:{_; _g} E=[3 4 6], F:H g}

Odrediti sve uredene parove onth matrica koje se medusobno mogu sabrati © pomnoZiti.
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6 POGLAVLJE 1. LINEARNA ALGEBRA

Rjesenje. Sabrati se mogu matrice istog formata. Od datih matrica ovaj uslov zadovoljavaju matrice
A, D i F jer su sve tri formata 2 X 2, pa je

35 7 9] [34+7 5+9] [10 14
ATD = 14 9}+[—3 —2}_{7—3 9—2}_[4 7]’
_[3 5 1 0] [3+154+0] [4 5
ArE =14 9}*[0 2]—[7+0 9+2]—{7 11}’
709 1 o] [ 741 940
bri =13 —2]+{0 2}_{—3“) —2+2}

[ 89
=3 0]

Proizvod dvije matrice P-() je mogu¢ samo u sluc¢aju da matrica ) ima onoliko vrsta koliko matrica P
ima kolona. Rezultat mnozenja je nova matrica ¢iji je broj vrsta jednak broju vrsta matrice P a broj
kolona jednak broju kolona matrice (.U nasem slucaju ovaj uslov ispunjavaju sljede¢i parovi matrica:
(A, D), (A,F), (D, F), (D,A), (F,A), (F,D), (B,A), (B,D), (B,F), (E,B), (E,C). Izratcunajmo

proizvode A-Di E- B

35 7 09] _[3:74+5:(=3) 3:945-(-2)
7 9]'[—3 —2}_[7-7+9.(—3) 7949 (-2)

6 22
17 45 )

E-B = [3 4 6]-

40~ |

TN >~

1
1
1
= [12-444-246-5 3-1+4-14+6-1]=[31 13].

Primjer 1.1.4 Data je matrica

Lzracunati matricu A2.

Rjesenje. Imamo:
s . a2 17 T2 1] [71
A_AA_{3—1 3 -1 7|3 4/

Primjer 1.1.5 Data je funkcija f(x) = > — z — 1 i matrica

-3 2
=[5
Izracunati f(A).
Rjesenje. Neka je E jedini¢na matrica. Tada je f(A) = A? — A — E. Bududi da je

9 19 4
A—A-A—{O 1}

tada je

= w-ace=[3 ][ )[4 2]

_ .



1.1. MATRICE I DETERMINANTE

Primjer 1.1.6 Data je funkcija f(x) = x> — 1 i matrica

3 -1 =2
A=1]10 -1 0
3 -1 2

Izracunati f(A).

Rjesenje. Neka je E jedini¢na matrica. Tada je f(A) = A*> — E. Bududi da je

-3 —11 -2
AB=AA A= 0 -1 0
3 9 2
tada je
-3 —-11 =2 1 00 —4 —-11 -2
fA=| 0o -1 o|-l0O1O0|=| 0 -2 0
3 9 2 0 01 3 9 1

Primjer 1.1.7 Date su matrice

Izracunati f(A) + f(BT) ako je f(x) = 2 — 2z — 1.
Rjesenje. Neka je E jedinicna matrica. Tada je
424|410 |4 -=2] |1TO|_[9 -8
it At I ey B Pt 3 e

Transponovana matrica matrice B je

r [0 —4
=1y

pa je
S R (R
N {_13 —12]'
wwesn=[3 4]+ 8][4 ]

Primjer 1.1.8 Dokazati da za matricu

Sada je

sin x COS &

A(x):[

cosTr —sinx ]

vrijedi A(t) - A(r) = A(t+r), (t,r € R).



8 POGLAVLJE 1. LINEARNA ALGEBRA
Rjesenje. Kako je

sint cost sinr cos T

A(t):{cost —sint} . A(T):{Cosr —sinr]

tada je
[ cost —sint cosr —sinr
At) - Alr) = | sint cost}.[sinr cosr}_
B [ cost-cosr —sint-sinr —cost-sinr —sint - cosr -
o | sint-cosr +cost-sinr —sint-sinr 4 cost-cosr o
[ cost-cosr—sint-sinr —(cost-sinr+sint-cosr) |
o | sint-cosr+cost-sinr cost-cosr —sint-sinr |
[ cos(t+r) —sin(t+r) ]
- | sin(t+7r)  cos(t+7) = At + 7).
Primjer 1.1.9 Ako je
1 10
A=10 11
0 0 1
pokazati da je
-1
1 n 771(712 )
A" = 0 1 n
0 0 1

gdje je n prirodan broj.

Rjesenje. Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom.
1) Provjerimo da li tvrdnja vrijedi za n = 1. Direktnim uvrstavanjem n = 1 u izraz za A™ dobijamo
da je A' = A, tj. tvrdnja vrijedi za n = 1.
2) Pretpostavimo da je tvrdnja tacna i za n = k tj. neka vrijedi
k(k—1

| REZD)

2
0 1 k
0 0 1

AF =

3) Dokazimo da je tvrdnja ta¢na i za n = k + 1, tj. da vrijedi

kE+D((E+1) -1 kE+ 1Dk
1k:+1(+)((+)) 1k+1(+)
AR 2 _ 2
0 1 k+1 0 1 k+1
0 0 1 0 0 1
Imamo
’1 k: k:(k:2—1) 110
k41 Ak _
A =A% A = 0 1 2 011
M —1
1 k+1 k+ (k2 )
- 0 1 kE+1
L 0 0 1
M 1
| k+1(kz>k
- 0 1 kE+1
| 0 0 1




1.1. MATRICE I DETERMINANTE 9

Dakle, tvrdnja vrijedi i za n = k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukcije tvrdnja je ta¢na za svaki prirodan broj

Primjer 1.1.10 Matricu

A:

— = W
O W N
=~ N

predstaviti kao zbir jedne simetricne i jedne antisimetricne matrice.

Rjesenje. Kvadratna matrica je simetri¢na ako su joj elementi simetriéni u odnosu na glavnu dija-
gonalu, tj. ako je a;; = aj; 1 vrijedi

1
AS:§(A+AT).

Kvadratna matrica je antisimetri¢na ako je jednaka svojoj negativnoj transponovanoj matrici i vrijedi

1
AKza(A—AT).
Kako je
3 41
AT =12 3 0
1 2 4
onda je
] 1'321' [3 4 1] (3 3 1
14525(/1+AT):5 432 (4+|1230|]=]|331
(104 [1 2 4] |11 4
] 1'321' [ 3 4 1] [0 -1 0
A,ﬁza(A—AT):5 432-1230](|=(1 01
|10 4] |1 2 4] 0 -1 0

1.1.2 Kvadratna matrica i njena determinanta

Ukoliko je broj vrsta matrice jednak broju kolona, tj. za matricu oblika kazemo da je kvadratna
matrica reda n

apr a2 ... Qip
A1 Q22 ... Q2qp
A=| o 7 (1.1)
Ap1 Gp2 ... Gpp
a broj oblika
a1 Q12 ... Qi
21 A29 ... QA9
(1.2)
Ap1 Ap2 ... Qpp

nazivamo determinanta n-tog reda pridruzena kvadratnoj matrici.
Determinantu drugog reda racunamo po formuli

ap; aig

= a1 " Q22 — Q21 * A12.
ag1 A2
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Determinantu tre¢eg rada racunamo po Sarusovom pravilu

ail a2 a3 11 Aaiz2 A3 ail aig
a1 Q22 (A23 = Q21 d22 (23 a1 Q22
a31 32 Q33 a31 Q32 azz | @31 32

= (a11092a33 + 1202331 + A13021032)

- (&31a22a13 + 32023011 + a33&21a12)-
Osobine determinanti:
1. Ako je AT transponovana matrica matrice A tada je detA = detAT.
2. Determinanata mijenja znak ako dvije vrste (kolone) zamijene mjesta.

3. Determinanata se mnozi brojem tako sto se tim brojem pomnoze svi elementi samo jedne vrste

(kolone).

4. Determinanta ne mijenja vrijednost ako elementima jedne vrste (kolone) dodamo odgovarajuce
elemente druge vrste (kolone) pomnozene istim brojem.

5. Ako su svi elementi jedne vrste (kolone) determinante jednaki nuli tada je determinanata
jednaka nuli.

6. Determinanta je jednaka nuli ako su svi elementi jedne vrste (kolone) jednaki odgovarajuéim
elementima druge vrste (kolone).

Primjer 1.1.11 Izracunati determinantu

S

Rjesenje. Imamo
11
’3 4:'_1~4—3-1_4—3_1.

Primjer 1.1.12 Izracunati determinantu matrice

_la+b a—b
A_[a—b a+b}'

Rjesenje. Imamo
a+b a—>

det(A) = a—b a+b

’:(a+b)2—(a—b)2:4ab.

Primjer 1.1.13 [zracunati determinantu

1 -1 0
2 4 6
0 3 -1

Rjesenje. Na osnovu Sarusove formule za racunanje determinante tre¢eg reda, imamo

1 -1 0|1 -1
2 4 6|2 4 = (44040 —-(0+18+2)
0 3 -1({0 3

= —4-20=-24.
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Primjer 1.1.14 [zracunati determinantu primjenom Sarusove formule i Laplasovog razvoja deter-
minanate

1 -2 3
4 1 =2
2 1
Rjesenje. Primjenom Sarusove formule imamo
1 -2 3 1 -2 3|1 -2
4 1 =2 =14 1 =24 1=
2 6 1 2 6 1|2 6

= (1+8+72)—(6—12—8)=095.

Izvrsimo Laplasov razvoj determinante po prvoj vrsti

1 -2 3
1 =2 4 =2 4 1
9 6 1 6 1 2 1 2 6

= 1(1+12)+2(4+4)+3(24-2) =
= 13+ 16 + 66 = 95.

Primjer 1.1.15 [zracunati determinantu

4 2 3 0
2 05 3
-1 -2 4 2
3 11 —1

Rjesenje. Laplasovim razvojem ove determinante po prvoj vrsti i racunanjem vrijednosti Cetiri
novodobijene determinante trec¢eg reda, dobijamo

3(2)22 05 3 25 3

= 4| -2 4 2|-2|-1 4 2|+

L2402 11 -1 31 —1
3 11 -1

2 0 3 2 05

+ 3/ -1 =2 2|—-0]| -1 -2 4

3 1 -1 3 11

= 4-(—18)—2-(—26)+3-15—0=25.
Primjer 1.1.16 [zracunati vrijednost determinante

1 n+1 n+14
1 n4+2 n+5
1 n+3 n+6

Rjesenje. Koristenjem osobina determinanti, dobijamo

1 n+1 n+4 1 n+1 n+4 11
1 n+2 n45| 2 o 1 1 (:”23':1
1 n+3 n+6 0 2 3

pri cemu su:
(1) od druge i tre¢e vrste oduzimamo prvu vrstu determinante.
(2) Laplasov razvoj determinante po prvoj koloni.
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Primjer 1.1.17 Izracunati vrijednost determinante

Rjesenge.

pri cemu su:

1
1
1

o o e

>

Q

N

>
%)

1
1
1

o o R

(@

Koristenjem osobina determinanti, dobijamo

1 a a?

0 b—a b*—a?
0 c—a & —a
b—a (b—a)(b+a)
c—a (c—a)(c+a)
b-a)c—a| 210
(b—a)(c—a)(c—D0).

2)

(1) od druge i trece vrste oduzimamo prvu vrstu determinante.
(2) Laplasov razvoj determinante po prvoj koloni.
(3) izvlac¢imo faktore (b — a) i (¢ — a) ispred determinante.

Primjer 1.1.18 [zracunati determinantu

> Q o 2
SIS SIS
>R 2 Q2
e 2 oo

Rjesenje. Koristenjem osobina determinanti, dobijamo

>R R

pri cemu su:

SIS SIS

SR 2 9

Q@ Q@ o

b—a b*—a?

c—a Cc —a

LINEARNA ALGEBRA

a b a b e b a
brara b @ o ply b
000 a—b L
b a b a

a b a

a=-0)b b b |2 @—b)0b—a)
0 0 b—a
2

(1) od trece vrste oduzimamo prvu vstu.

(2)
(3)
(4)

od trece vrste oduzimamo prvu vrstu.

Primjer 1.1.19 Rijesiti jednacinu

Laplasov razvoj determinante po tre¢oj vrsti.

Laplasov razvoj determinante po tre¢oj vrsti.
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Rjesenje. Kako je

l+z 1 -1
1 -1 1|=-2x+2),
-1 1 1

tada —2(x +2) =0 pa je x = —2.

1.1.3 Inverzna matrica

Primjer 1.1.20 Odrediti inverznu matricu matrice

1 =2
A= { L }
Rjesenje. Determinanta matrice je
1 -2

Kofaktori matrice su
An =4, Ap=3, An=2 Ap=1,

pa je adjungovana matrica matrice A

. 4 2
adjA = [ 3 1 } .
Inverzna matrica matrice A je
1[4 2 -2 -1
-1 _ _* _
AT = 2{3 1] [_§ _1]'
2 2
Primjer 1.1.21 Odrediti inverznu matricu matrice
2 01
A= -1 1 3
0 2 4
Rjesenje. Determinanta date matrice je
2 01
detA=| -1 1 3 |=-6
0 2 4
Kofaktori matrice A su
1 3 -1 3
A11: 2 4 ’:_2a A12__ O 4 :47
-1 1 01
A13_ 0 2 '—_27 A21__ 2 4 _27
2 1 2 0
Agy = 0 41=8% Agz = — g 2 |= %
0 1 2 1
A31 - 1 3 - _17 A32 - _1 3 - _77
2 0

13



14 POGLAVLJE 1. LINEARNA ALGEBRA

pa je adjungovana matrica matrice A

—2 2 -1
adjA=| 4 8 -7
2 4 2
Sada je
-2 2 1/3 —1/3  1/6
Al=—1 4 8 -7 |=1|-2/3 —4/3 7/6
61 9 4 9 /3 2/3 —1/6

Primjer 1.1.22 Data je funkcija f(x) = —x~2 + 2x — 3 i matrica

4 -1 =2
A=10 -1 3
0O 0 2

Lzracunati f(A).

Rjesenje. Neka je E jediniéna matrica. Tada je f(A) = —A™2 +2A — 3E. Inverzna matrica matrice
A je

1 15
IR A A 4408
Al=—| 08 —12) =)0 -1
00 —4 7
0 0 =
2
pa je
1 3 3
16 16 32
A? = A Aat=10 1 -2
0 i
Dakle,
P(A) = 2A—A?-3E=
4 -1 =2 = & = 100
=2[0 -1 3|-] 0 1 —2]=-3{010]=
0 0 2 0 0 1 001
[8 —2 —4 = & 2 300
= |0 -2 6|—-] 0 1 —=2]-]030]=
0 0 4 o o 1 00 3
' _35 _ 131
16 16 3227
L 0 0 g

Primjer 1.1.23 Data je funkcija f(x) = —2 + 3z + x~2 i matrica

1 -1 -2
A=10 2 1
0 0 -3

Lzracunati f(A).
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Rjesenje. Neka je E jediniéna matrica. Tada je f(A) = —2F +3A + A~2.

A je
1 -6 -3 3
A*lz—6 0 -3 -1 |=
0o 0 2
pa je
1
-2 —1_ g-1
A = A A = O% %
[0 0 —3
L g -
= 0 1 %
00 35|
Dakle,
P(A) = —2E+3A+A7%=
1 00 1 -1 =2
= —-21010{+310 2 1
001 0 0 =3
[ —2 0 0 3 -3 —6
= 0O -2 O0Of(+[0 6 3
| 0 0 -2 0 0 -9
2 ot oz
— o it 109
i
[0 0 =%
1.1.4 Matri¢ne jednacine
Primjer 1.1.24 Rijesiti matri¢nu jednacinu
X(A+FE)=2A-F
gdje je
1 -1 2
A=|10 2 1
0 0 -3
1 E jedinicna matrica.
Rjesenje. Neka je
1 -1 2 1 00
P = A4+E=|0 2 1|40 10
0 0 -3 0 01
2 =2 4 1 00
Q = 2A-F={0 4 2|—-1010
0 0 —6 0 01

0
0

o

O NN+

W= [ =

O N[N

WD ==

OBl |w

O il

|
©|~%|"4>~IH S

15

Inverzna matrica matrice

2
—7

Sada matricna jednacina ima oblik X P = (@ ¢ije je rjeSenje matrica X = QP~!. Inverzna matrica

matrice P je

1
o [ 2T 1
B 0 0 6 0

O Wl =

»—l|\]

N[O [ =0
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Rjesenje matri¢ne jednacine je matrica

7
ole ol e o
0o 0 =7 00 —3
r 1 _7
2 2 4
= |0 1 —3
0o 0 1
Primjer 1.1.25 Rijesiti matricnu jednacinu
X(2A-3E)=2E-A
gdje je
1 -1 =2
A=|0 2 1
0O 0 -3
1 B jedinicna matrica.
Rjesenje. Neka je
2 -2 —4 300 -1 -2 —4
P =2A-3E=|0 4 2|—-10 3 0| = 0o 1 2
0 0 —6 0 0 3 0 0 -9
200 1 -1 =2 11 2
Q = 2E-A=|020|—-|0 2 1/|= 0 —1
00 2 0 0 =3 00 5

Sada matri¢na jednacina ima oblik X P = (@ ¢ije je rjeSenje matrica X = QP~!. Inverzna matrica
matrice P je

-9 —-18 0 -1 -2 0
pl=- 0 9 2|=| 0 1 2
9 1
0 0 —1 0 0 —3
Rjesenje matricne jednacine je matrica
11 -1 -2 0
X = QP '=]00 -1 0 1 %=
00 5 0 0 —%
-1 -1 0
1
0 0 =3
Primjer 1.1.26 Rijesiti matricnu jednacinu
AX —-2A=2BX - B+ FE
gdje su
1 -1 =2 2 -1 1
A=10 2 1 it B=[0 21
0 0 =3 0 0 3

1 E jedini¢na matrica.
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Rjesenje. Datu jednacinu mozemo transformisati u sljedeéi oblik

(A—2B)X =24 - B+ E.

Neka je
1 -1 =2 2 -1 1
P = A-2B=|0 2 1/|-=-2 0 21 |=
0 0 -3 0 03
1 -1 =2 4 -2 2 -3 1
= o 2 1(—-10 4 2|= 0 -2
0 0 -3 0 0 6 0 O
1 -1 =2 2 -1 1
Q = 2A-B+FE=2-]0 2 1{—-10 21
0 0 -3 0 03
2 =2 —4 2 -1 1 1 00
= o 4 2{(—-10 21|4+[010
0 0 —6 0 0 3 0 01

17

Sada matri¢na jednacina ima oblik PX = @ ¢ije je rjeSenje matrica X = P~!Q. Inverzna matrica

matrice P je

L [18 9 -9 -1 —%
P*lzﬂ 027 =3|=| 0 —3
B 0 0 6 0 0

Rjesenje matriéne jednacine je matrica

1 _1 1 1 —1
XPlQ[é? B 0 3
21%
0 0 —3 0 0
1 1 1
_ o _§ _sf
o b
9

Primjer 1.1.27 Rijesiti matricnu jednacinu

AXt=A-X"1

R

AXt1=A-X"1

ako je

Rjesenje. Matriéna jednacina

je ekvivalentna jednacini
AX=A+F

jer

AXD = A-X!

AXT'+ Xt = A
(A+EYXt = A /- X
(A+E)X'X = AX

A+E = AX.
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Neka je
-2 1 10 -1 1
s-ave=| T+ o V= T s ]
Sada matrica jednacina ima oblik
AX =B

¢ije je rjeSenje matrica X = A~!B. Inverzna matrica matrice A je matrica

IR ET)

pa je rjeSenje matri¢ne jednacine matrica

W= N
LN |

X:AlB:[

W N
oD [
||
—
[
— =
W =
||
I
|
|
WL =

Wl |—=
| I

1.1.5 Rang matrice

Pod elementranim transformacijama matrice podrazumijevaju se:

1) Zamjena bilo koje dvije vrste (ili kolone) matrice.

2) Mnozenje elemenata bilo koje vrste (ili kolone) matrice brojem razli¢itim od nule.

3) Dodavanje elementima bilo koje vrste (ili kolone) odgovarajuée elemente bilo koje druge vrste (ili
kolone) predhodno pomnozene nekim brojem.

Broj linearno nezavisnih vrsta (kolona) matrice naziva se rang matrice.

Primjer 1.1.28 Odrediti rang matrice

4 -3 -2 1
A= -2 1 3 -1
1 1 -1 2
Rjesenje. Imamo
[ 4 -3 -2 1]
A = -2 1 3 -1 Zamjena [ i III vrste
1 1 -1 2
[ 1 1 -1 272(-4)
~ | =2 1 3 -1 VJF
| 4 -3 -2 1
(11 -1 2 11 -1 2
~ 103 13| (-7p,~|03 13
_07—273){r 00 13 0

Dakle, rangA = 3.
Primjer 1.1.29 Odrediti rang matrice
3 =2 1 2

A= —1 1 -3 -3
2 -1 -2 -1
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Rjesenje. Imamo

-3
7 +

-3
-8
-8

-1 1
01
01

.ij,+~

-3
—1

1 -3
-2

—1

—1

2

-3
—1
2_

1 -3
-1 -2
-2 1

-1
2
3

-7

-8

01

0

0

0 0

Y

Dakle, rangA = 2.

Primjer 1.1.30 Odrediti rang matrice

Rjesenje. Imamo

2 -3 —-1

1

1
0
1

1
-2
-1

1
0 3

1 1 3
-2 0 -1
-1 -1 -3

0 -4 —4

0

0 3
0 0

+

(—1

3
-1

1
0
0 3

—2

1 1 3
-2 0 -1
1 1 3
1 -3 -1

0 3
0
0

~

Dakle, rangA = 4.

Primjer 1.1.31 Odrediti rang matrice

AN <f AN ©O
— M AN <
< — A O
[ N
M~ M <A
AN — - M
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I
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Dakle, rangA = 3.

Rjesenje. Imamo
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1.1. MATRICE I DETERMINANTE

11 A 11 A

~ |0 A1 1-2 ~10 A1 1-2)
0 1-X 1-A2 )+ 0 0 2-A—X\
(11 A

— |0 a1 1— A
0

Diskusija:

1. ako je A =1 tada je rangA =1 jer je

O O =
O O =

2. ako je A = —2 tada je rangA = 2 jer je
1 11
A=10 -3 3
0 00
3. ako je A # 11\ # —2 tada je rangA = 3.

Primjer 1.1.34 U zawvisnosti od realnog parametra A odrediti rang matrice

1 14 3
410 1 A
A=1717 31
2 4 3 2

Rjesenje. Imamo

1 1
4 10
4 =17
2 4
11 3
0 6 —4 (=3), -(=5)
0 10 A — 12 o«
[0 2 —20 -
(11 4 3
0 2 -5 —4
00 0 A
00 0 0

Diskusija:
1. ako je A =0 tada je rangA = 2,

2. ako je A # 0 tada je rangA = 3.

21
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1.1.6 Spektar matrice

Neka je A kvadratna matrica. Polinom K4(\) = det(A — AI) se naziva svojstveni polinom matrice
A a rjesenja jednacine K4(A\) = 0 su svojstvene vrijednosti matrice A. Vektor x # 0 za koji vrijedi
Ax = Az se naziva svojstveni vektor matrice A koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A. Skup svih
svojstvenih vrijednosti matrice A se naziva spektar matrice A i oznacava se sa o(A).

Teorem 1 (Hamilton - Cayley) Ako je Ka(\) karakteristicni polinom kvadratne matrice A tada
je ICA(A) =0.

Primjer 1.1.35 Odrediti spektar matrice

9 =3 0
A=1]1 -1 2
1 07

Rjesenje. Karakteristi¢ni polinom matrice A je:
9-X =3 0
KaN) =] 1 —1-X 2 |==X+432-)x-2
1 0 7T—A

<3 — \/ﬁ) iA3 = <3+ \/ﬁ) pa je spektar

DN | =
N —

Rjesenja jednacine KC4(A) = 0 su Ay = 1, Ay =

matrice skup

a(A):{l,%<3—\/ﬁ>,%<3+\/ﬁ>}.

Primjer 1.1.36 Odrediti svojstvene vrijednosti © svojstvene vektore matrice

5 3 3
A=13 -1 2
6 0 7
Rjesenje. Karakteristi¢ni polinom matrice A je:
5—A 3 3
KaA)=| 3 —1-X 2 |=-N4+11\+4)\—44.
6 0 7T—A
Svojstvene vrijednosti su rjesenja jednacine K4(A) =0 tj. Ay = =2, =21 A3 = 11.
Odredimo svojstveni vektor X; za svojstvenu vrijednost A\; = —2. Neka je
)
X1 = l'%
T3
Imamo
73 3 7] Tz} + 3z + 37} 0
(A=XDX;=|3 1 2 oy | = | Bei+ai+22 | =10
6 0 9 xi 621 + 9} 0

odakle dobijamo sistem homogenih jednacina

Tl 4+ 3z + 32 = 0
3z} + xd + 22 =
62} + 9z = 0

|
o



1.2. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA 23

¢ije je jedno netrivijalno rjesenje (1,23, x3) = (—3,5,2) pa je svojstveni vektor koji odgovara svoj-

stvenoj vrijednosti \;
-3
Xl == 5
2

Na slican nacin dobijamo preostala dva svojstvena vektora

=5 2
XQ = —]_ 5 X3 == ]_
6 3

Primjer 1.1.37 Odrediti inverznu matricu matrice:

A=

W = DN
—_ O
DN DN

Rjesenje. Karakteristicni polinom matrice A je:

2-X 1 1
KaN)=| 1 =X 2 |==XN+42+22+1
31 2-)

Na osnovu Teoreme 1 imamo K4(A) = 0, tj.
—AP +4A+24+1=0

odakle je
I =A% — 447 - 2A.

MnoZenjem ove jednakosti sa A~ dobijamo:

AP = ATH(A® —4A% —2A) = A —4A - 2]

pa je
-2 -1 2
A7t = 4 1 -3
1 1 -1

1.2 Sistemi linearnih jednacina

Sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih je sistem oblika

a1y + apprs + - A+ apr, = b
9117 + Qs + - 4+ agr, = by

(1.3)
Am1T1 + ApaXa2 + -+ AQpplnp = bm

Brojevi a;; € R, (i = 1,2,...,m;j = 1,2,...,n) zovu se koeficijenti sistema a brojevi b, € R, (i =
1,2,...,m) slobodni koeficijenti sistema (1.3). RjeSenje sistema (1.3) je svaka uredena n—torka
(x1, 2, ..., x,) realnih brojeva koja zadovoljava svaku jednacinu sistema (1.3). Rjesenje sistema moze
da postoji ili ne postoji, a ako postoji, onda ono moze da bude jedinstveno ili neodredeno (da sistem
ima beskonacno mnogo rjesenja).

Sistem (1.3) mozemo zapisati u obliku jedne (matri¢ne) jednacine AX = B pri ¢emu su matrice
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a1 a12 ... QAip T bl

a921 99 ... Qop ) bg
A= X = . B=

Al Om2 - CGmn Tn b

Ukoliko je n = m tj. broj nepoznatih jednak broju jednacina, za sistem (1.3) kazemo da je kvadratni
sistem linearnih jednacina.

1.2.1 Gausov metod eliminacije

Ideja ovog metoda je svodenje sistema na trougaoni ili trapezni oblik koji je ekvivalentan polaznom
sistemu linearnih jednacina, a koji je laksi za rjeSavanje. Prednost ove metode je Sto koristimo samo
osnovne algebarske operacije.

Primjer 1.2.1 Gausovim metodom eliminacije rijesiti sistem linearnih jednacina

31‘1 + 2?[72 + 4?[73 = 17
Ty + 6?[72 + r3 = —1
31‘1 — 3?[72 + 2?[73 = 14
Rjesenje. Imamo: *
3r1 + 2x9 + 4dx3 = 17 J1 prepisana
Ty + 6.1'2 + T3 = —1 -3 - J2+J1
333'1 — 3.1'2 -+ 233'3 = 14 —J3—|—J1

3r; + 209 + 4dx3 = 17 J1 prepisana
—16z2 + 23 = 20 J2 prepisana

dry + 2x3 = 3 16 - J3+5 - J2
3?[71 + 2?[72 -+ 4?[73 = 17
—]_6ZL'2 + I3 = 20

Dakle, pocetni sistem smo sveli na trougaoni oblik. Iz tre¢e jednacine posljednjeg sistema dobijamo
r3 = 4, pa ako to uvrstimo u drugu jednacinu posljednjeg sistema, dobijamo xy = —1. Iz prve
jednacine dobijamo z; = 1. Dakle, rjeSenje sistema ? je (z1, 2o, 3) = (1, —1,4).

Primjer 1.2.2 Gausovim metodom eliminacije rijesiti sistem linearnih jednacina

2?[71 + 3?[72 — 4{L‘3 + 6?[74 = -9

ry + T2 + T3 + 6?[74 = 4

ry + 2?[72 + Ty = 2

2.%'1 + T + 3.%'3 = 10

Rjesenje. Imamo:

201 + 3x9 — 4dx3 4+ 6x4 = -9 J1 prepisana
1 + X9 + w3 + 6zy = 4 -2J2+J1
ry + 2[L‘2 + Ty = 2 —J3+J2
2.%'1 + To + 3.%'3 = 10 -J4+J1

18a 7 J1” éemo oznacavati prvu jednacinu sistema, sa ”J2” drugu, ... .
2Rjesenje sistema je jedinstveno. To je uredene trojka realnih brojeva.
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201 + 3x9 — 4dx3 + 624 = —9 J1 prepisana
ro — bxz3 — b6y = —17 J2 prepisana
—To + rs + 5.%'4 = 2 J3+J2
201 + 3x9 — dxs + 6x4 = —9 ) J1 prepisana
Ty —  bx3 — bry = —17 J2 prepisana
—bry — ry = —15 J3 prepisana
—51'3 + ].61‘4 = —15 ) —J4+J3
2.%'1 + 3.%'2 — 4.%'3 + 6.%'4 = -9 )
Ty — 6.1'3 — 633'4 = —17
—533'3 — Ty = —15
—171'4 = 0

Vs

Racunanjem x4 iz posljednje jednacine i vra¢anjem unazad, dobijamo rjesenje sistema (x1, o, T3, T4) =

(0,1,3,0).

Primjer 1.2.3 Gausovim metodom eliminacije rijesiti sistem linearnih jednacina

21’1 + 31’2 — r3 = 4
—I + Ty — r3 = —1
r, + 433'2 — 2.1'3 = 3
Rjesenje. Imamo:
2v1 + 329 — x3 = 4 J1 prepisana
—-r1 + To — r3 = -1 2J2+J1
T + 4?[72 — 21‘3 = 3 J3+J2
2r1 + 3xy — x3 = 4 J1 prepisana
—r1 + xy — w3 = —1 J2 prepisana
T + 4?[72 — 21‘3 = 3 —J3+J2
201 + 3x3 — x3 = 4 J1 prepisana
Sry — 3x3 = 2 J2 prepisana
ory — 3r3 = 2 -J34J2
21'1 —+ 3.1'2 — r3 =

N~

|

Posljednji sistem ima tri nepoznate a dvije jednacine. Zato, jednu nepoznatu biramo proizvoljno.

2+ 3a . 7 — 3a
111 =

5.1'2 — 333'3 =

Neka je, npr. x3 = . Tada su xy = . Rjesenje sistema je

(21, 29, 75) — 7 — 3« 2+3aa
1,42,43) — 5 ) 5 9

pri cemu je a € R.
Primjer 1.2.4 Gausovim metodom eliminacije rijesiti sistem linearnih jednacina

xr, + 233'2 —+ T3 + T4 = 5
3ry — x2 + 3x3 + x4
21’1 - 31’2 + 2[L‘3 = 1

|
o
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Rjesenje. Imamo:

r1 + 229 + x3 + x4 = O J1 prepisana
3r1 — Ty 4+ 3x3 + 14 = 6 -J243J1
2[L‘1 - 31’2 + 21’3 =1 —J3+2J1
Ty + 229 + x3 + x4 = 5 J1 prepisana
Txo + 224 = 9 J2 prepisana
Tx9 + 2x4 = 9 -J3-J2

$1+2$2+$3+l‘4:5
7.%'2 +21‘4:9

Posljednji sistem ima dvije jednac¢ine a Cetiri nepoznate pa dvije nepoznate biramo proizvoljno. Ali,
ipak ne mozemo uzeti bilo koje nepoznate. Recimo, ako bismo proizvoljno odabrali x5 i x4 onda zbog
druge jednacine sistem ne bi imao smisla.

9—-2 17— Ta—3
Neka su recimo x3 = a i x4 = (. Sada je lahko zakljuciti da su zo = - b iz = +ﬂ.

Rjesenje sistema je

17—7a—38 9—23
($1,$2,$3,$4) = 7 ) 7 aa76

gdje su a, § € R proizvoljni.
Primjer 1.2.5 Gausovim metodom eliminacije rijesiti sistem linearnih jednacina
ry + 21’2 — r3 -+ Ty = 3
31’1 + Ty — T3 + 7ZL‘4 = 10
4dr1 + 39 — 223 + 8xy = 12

Rjesenje:. Imamo:

rT1 + 229 — 23 + x4 = 3 J1 prepisana
3.%'1 + Ty — T3 + 7.%'4 = 10 -J2+3J1
4ry + 3x9 — 223 + 8xry = 12 -J3+4J1
r1 + 29 — wx3 + w4 = 3 J1 prepisana
5Ty — 2x3 — 4dxy = —1 J2 prepisana
5[L‘2 - 2?[73 - 4[L‘4 == 0 -J3-J2
Ty + 2r9 — w13 + w4 = 3
5.1'2 — 233'3 — 4.1'4 = -1

0 = -1

Posljednja jednakost je netacna pa dati sistem nema rjesenja.

Primjer 1.2.6 Gausovim metodom eliminacije rijesiti sistem linearnih jednacina

2{L‘1 + To + x3 =
r1 — ) =
4.%'1 + 333'2 — I3 =

$1+2.ﬁl§'2—|—x3:
=31 — 4dry + w3 = —

N W N O W
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Rjesenje. Imamo:

201 + w9 + w3 = 3 J1 prepisana
rT — i) = 0 —2J2+J1
4.%'1 + 3.%'2 — I3 = 7 -J3+2J1
Ty + 2.%'2 + 3 = 3 -J3+J2
21 + To + x3 = 3 J1 prepisana
3rs + w3 = 3 J2 prepisana
—31‘2 - I3 = -3 Ja+J2
—5ZL‘2 + 5?[73 = -5 3J5+5J2
2.%'1 + To + r3 = 3
31‘2 + I3 = 3
].01‘3 = 0

Racunanjem x5 iz posljednje jednacine i vra¢anjem unazad, dobijamo rjeSenje sistema (xy, z2, x3) =
(1,1,0).

1.2.2 Kvadratni sistemi linearnih jednac¢ina ¢ija determinanta nije jed-
naka nuli

Posmatra¢emo kvadratne sisteme linearnih algebarskih jednacina tj. sisteme oblika

anry + apry + -+ apT, = b
211 + Q922T2 + -+ + Aok, = b2

(1.4)
Ap1T1 + Gp2%2 + o+ + AppTy = bn

(a;ij,b; e Rzai, j=1,2,..,n) ¢ija determinanta nije jednaka nuli, tj.

aypy a2 ... Qip
21 A2 ... Q9p

£ 0.
Ap1 Gp2 ... Gpp

Dva su osnovna nacina rjeSavanja ovakvih sistema a to su metoda determinanti i matri¢na metoda.

Metoda determinanti

Teorem 2 Neka je D = detA i D,, = detA; pri cemu je matrica A; matrica koja se dobije zamjenom
i-te kolone matrice A sa matricom kolonom B.

& Ako je D # 0 tada sistem (1.4) ima jedinstveno rjeSenje (1, xa, ..., x,) dato sa

O Akoje D=01iD,, #0 zai=1,2,...,n, tada je sistem (1.4) nesaglasan, tj. nema rjesenja.

O Akoje D=01iD,, =0 zai=1,2,...,n, tada sistem (1.4) ima beskonacno mnogo rjesenja.
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Posljednja teorema je poznata kao Kramerova 3 teorema za rjesavanje kvadratnih sistema linearnih
algebarskih jednacina, a ako sistem jednacina rjeSavamo koriste¢u ovu teoremu, onda kazemo da
sistem rjesavamo Kramerovim metodom ili metodom determinanti.

Primjer 1.2.7 Rujesiti sistem jednacina metodom determinanti:

1 + Ty — X3 = -3
31‘1 + x3 = -1
2{L‘1 — T2 + T3 = 0
Rjesenje. Determinanta sistema je
1 1 -1
D=3 0 1|=3#0
2 -1 1
pa sistem ima jedinstvaneo rjeSenje. Buduéi da su
-3 1 -1
D, =|-1 0 1|=-3
0o -1 1
1 -3 -1
D, = |3 -1 1]|=0,
2 0 1
1 1 -3
D, = |3 0 —1]|=6,
2 -1 0
tada su D,, 3 D,, 0 D,, 6
n=p 3= b mEp Tl BT

pa je rjeSenje sistema (xy, xo,z3) = (—1,0,2).

Primjer 1.2.8 Rujesiti sistem jednacina metodom determinanti:

3.%'1 + 6.%'2 — 3.%'3 = 8
6?[71 + To + Tr3 = 3
—rT — 2[L‘2 + Tr3 = —2

Rjesenje. Determinanta sistema je

3 -3
D=| 6 1 1|=-33+£0
-1 -2 2

pa je sistem ima jedinstvano rjeSenje. Buduéi da su

8 6 -3
D, = 3 01 1|=-4,
—2 -2
3 8 -3
D, = | 6 3 1]|=-53,
1 -2 2
3 6 8
D, = | 6 1 3|=-2
1 -2 -2

3Gabriel Cramer (1704. - 1752.), §vajcarski matematicar
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tada su
D,, 4 D,, 53 D,,

D:£7 .CEQZ = — x3: =

1 =

o Fedenie sist ( ) (4 53 2)
pa je rjesenje sistema (xy, T2, 23) = | ==, ==, = | -
33 333

Matricna metoda

Sistem (1.4) mozemo zapisati u matricnom obliku AX = B, tj. napisati ga u obliku jedne (matricne)
jednacine. Ako je matrica A regularna (tj. detA # 0), tada je rjesenje posljednje matricne jednacine
matrica X = A™'B a elementi te matrice su upravo rjesenja sistema (1.4).

Primjer 1.2.9 Rijesiti sistem jednacina matricnom metodom:

3?[71 + To + 61‘3 = 16

Ty + To + x3 = 2
2¢¢ + 10xs — x3 = 10
Rjesenje:. Neka je
3 1 6 T 16
A= -1 1 1|, X=|zy|, B=| 2
2 10 —1 X3 10
Tada je sistem ekvivalentan matricnoj jednac¢ini AX = B. Matrica A je regularna jer je detA = —104.

To znaci da je dati sistem saglasan. Adjungovana matrica matrice A je

—-11 61 -5
A* = 1 =15 -9
—12 =28 4

pa je inverzna matrica matrice A

11/104 —61/104 5/104
A*=| —1/104 15/104 9/104
3/26  7/26  —1/26

L1
~ detA

Rjesenje matriéne jednacine je matrica

11/104 —61/104 5/104 16 1
X=A"1-B=| -1/104 15/104 9/104 |-| 2 | =1
3/26 7/26  —1/26 10 2

Dakle, rjesenje sistema je (z1, 2, x3) = (1,1, 2).

Primjer 1.2.10 Rijesiti sistem jednacina matricnom metodom

4.%'1 — 333'2 + 6.1'3 = 21
Ty + To — 3[L‘3 = —10
7?[72 -+ 61‘3 = 11
Rjesenje. Neka je
4 -3 6 T 21
A=|1 1 =3|, X=|z |, B=|-10
0 6 xI3 11
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Tada je sistem ekvivalentan matri¢noj jednacini AX = B. Matrica A je regularna jer je detA = 168.
To znaci da je dati sistem saglasan. Adjungovana matrica matrice A je

27t 60 3
A= -6 24 18
7T =28 7

pa je inverzna matrica matrice A
9/56 5/14 1/56

A = | —1/28  1/7 3/28
1/24 —1/6 1/24

1

Al =
detA

Rjesenje matri¢ne jednacine je matrica

9/56 5/14 1/56 21 0
X=A"'B=| -1/28 1/71 3/28 | -| —10 | = | —1
1/24 —1/6 1/24 11 3

Dakle, rjesenje sistema je (z1, 2, x3) = (0, —1,3).

1.2.3 Croneker-Capeli-jev stav

Ovaj metod se obicno koristi za rjeSavanje kvadratnih sistema linearnih algebarskih jenacina ¢ija je
determinanta jednaka nuli i sve vrste pravougaonih i trapeznih sistema. Glavna je ideja da se takav
sistem, ako je moguce, svede na kvadratni sistem linearnih jednacina ¢ija je detreminanta razli¢ita do
nule, a za rjeSavanje takvih mozemo primijeniti metodu determinanti i matricnu metodu. Naravno,
ovom metodom mozemo rjesavati i kvadratne sisteme ¢ija je determinanta razli¢ita od nule, ¢ime se
dobija ekvivalentni sistem trougaonog oblika. U svemu tome, pomaze nam sljedeca

Teorem 3 Neka je A matrica koeficijenta sistema i A, prosirena matrica sistema*. Tada vrijedi:
& Sistem linearnih algebarskih jednacina (1.3) je saglasan akko je rang(A) = rang(A,).

& Ako jer = rang(A) = rang(A,) tada je sistem (1.3) ekvivalentan sistemu kogi se dobije uzimanjem
bilo kojih v linearno nezavisnih jednacina is sistema (1.3).

& Ako je m = n tj. broj jednacina jednak broju nepoznatih, tada sistem (1.3) ima jedinstveno
riesenje akko je matrica A regularna.

Primjer 1.2.11 Ispitati saglasnost sistema i u slucaju da je saglasan rijesiti ga:

4.%'1 + 1o — r3 = 9
—X1 + r3 = —1
31’1 + x5 + 61’3 = 8
3r1 + T9 = 8
2.%'1 + Ty + 7.%'3 = 7

Rjesenje. Matrica koeficijenata i prosSirena matrica koeficijenata sistema su:

4 1 -1 41 -1 9

-1 0 1 -1 0 1 -1

A= 31 6|, A4 = 31 6 8
31 0 31 0 8

21 7 21 7 7

4Matrica koja se dobije dodavanjem matrice kolone B matrici A
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Izvrsimo elementarne transformacije matrice A, na sljedeéi nacin

4 1 —1 9| VI prepisana
-1 0 1 —1 | 4V24V1
A, = 31 6 8] V343V2
31 0 8] V4-V3
| 21 7 7] V5+42V2
i —1 91 V1 prepisana
3 V2 prepisana
~ 9 V3-V2
—6 V4 prepisana
9 V5-V3

V1 prepisana
V2 prepisana
V3 prepisana
V4-V3

V5 prepisana

2
COoOO0COR OO0 OO0 O R

|
(@)
OO OO UTO OO o UtO oto oot o

SO MH OO0 FHKFE = OF ==
|
(@)

Odavdje zaklju¢ujemo da je rang(A) = rang(A,) = 3 pa je sistem saglasan. Pomoc¢u posljednje
matrice formirajmo novi sistem:

4ZL‘1 + x5 — T3 = 9
T + 31‘3 = 5
— 6.1'3 = 0

koji je kvadrtni sistem ¢ija determinanta nije jednaka nuli. Rjesenje sistema je (x1, zo, z3) = (1,5,0).

Primjer 1.2.12 Ispitati saglasnost sistema

4dr; + 3x9 4+ 623 — x4 = 12
3.%'1 + T2 + x4 = 5
—21‘1 — 61‘2 + r3s + x4 = —6

1 u slucaju da je saglasan rijesiti ga metodom determinanti.

Rjesenje. Bududi da je u pitanju pravougaoni sistem, ne mozemo odmah primijeniti metod determi-
nanti jer matrica koeficijenata sistema nije kvadratna, pa prema tome nema determinantu. Matrica
koeficijenata i prosirena matrica koeficijenata sistema su:

4 3 6 -1 4 3 6 -1 12
A= 3 10 1], A= 3 1.0 1 5
-2 -6 1 1 -2 -6 1 1 -6
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Izvrsimo elementarne transformacije matrice A, na sljedeéi nacin:

4 3 6 —1 12 | VI prepisana
A, = 3 1.0 1 5| 4V243V1
| -2 -6 1 1 -6 ] 2V3+V1
[ 4 3 6 —1 12 ] V1 prepisana
~ 0 5 18 —7 16 | V2 prepisana
0 -9 8 1 0] 5V3+9V2
(43 6 -1 12
~ 05 18 -7 16
| 0 0 202 —58 144

Odavdje zaklju¢ujemo da je rang(A) = rang(A,) = 3 pa je sistem saglasan. Pomocu posljednje
matrice formirajmo novi sistem

41 4+ 3z9 + 6rs — re = 12
5?[72 + 1 8?[73 — 7ZL‘4 = 16
202x3 — 58xzy = 144

koji je ekvivalentan polaznom sistemu. Bududi da sistem ima 4 nepoznate a rang(A) = rang(4,) = 3,
tada jednu nepoznatu biramo proizvoljno. Neka je npr. x4 = o € R. Tada dobijamo kvadratni sistem

oblika

4{L‘1 + 3?[72 + 61‘3 = 12+«
5y + 18xz3 = 16+ T«
202x3 = 1444 58«

Rijesimo ovaj sistem metodom detrminanti. Imamo

4 3 6
D = |0 5 18 | =4040,
0 0 202

12 + « 3 6
D, = 164+7a 5 18 | = 5880 — 1840«,
144 4+ 58« 0 202

12 + « 6
164+ 7a 18 | = 2560 + 1480c,
144 4+ 58« 202

3 12 + «
5 16+ 7a | = 5880 — 1840«
0 144 + 58«

D,, =

4
0
0
4
0
0

pa su
5880 — 1840« 2560 — 1840« 2880 — 1160«

=T 040 0T T q0a0 0 BT T a0a0

Ty = .

Rjesenje sistema je

: - 5880 — 1840a 2560 — 1840a 2880 — 1160
U1, T2, T3, T4) = 1040 4040 4040 ¢

pri ¢emu je a € R proizvoljno.

Primjer 1.2.13 Ispitati saglasnost sistema
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3ry + T2 + x3 — 4wy + x5 = 2
21 + wo + 3x3 — x4
T2 + x4 + x5 = 3

Il
ot

1 u slucaju da je saglasan rijesiti ga metodom determinanti.

Rjesenje. Matrica koeficijenata i prosirena matrica koeficijenata sistema su:

311 41 311 —4 1 2
A=1213 -1 0}, A4=]213 -1035
010 11 010 113

IzvrS§imo elementarne transformacije matrice A, na sljede¢i nacin:

31 1 —4 1 2| VI prepisana
A, = 21 3 -1 0 5| 3V2+2V1
|01 0 1 1 3] V3prepisana
3 1 1 -4 1 2 | V1 prepisana
~ 0 -1 -7 =5 2 —11 | V2 prepisana
01 0 11 3| V3+V2
(3 1 1 -4 1 2]
~ 0o -1 -7 =5 2 —-11
| 0 0 -7 -4 3 8]

Odavdje zaklju¢ujemo da je rang(A) = rang(A,) = 3 pa je sistem saglasan. Pomoc¢u posljednje
matrice formirajmo novi sistem

vy + w9 + rs — 4dxy + x5 = 2
—T2 — 7ZL‘3 - 51’4 + 21’5 = —11
—7ZL‘3 — 41’4 + 31’5 = -8

koji je ekvivalentan polaznom sistemu. Buduéi da sistem ima 5 nepoznatih a rang(A) = rang(A4,) =
3, tada dvije nepoznate biramo proizvoljno. Neka je npr. z4, = a i x5 = . Tada dobijamo kvadratni
sistem oblika

3r; + Ty + T3 = 2+4a—
—Ty — 71’3 = —114ba— 26
—Trs = —8+4+4a—30

Rijesimo ga metodom determinanti. Imamo:

3 1 1
0 0 -7
2+4da—f 1 1
D, = | -11450—28 —1 —7|=-15+39 — 383

—8+4a—38 0 -7

3 24+4a—p 1

D,, = |0 —11450—28 -7 |=63—2la— 218,
0 144 + 58« -7
3 1 244a-p

D,, = |0 -1 —114+5a—-28|=24—-12a+ 95
0 0 —8+4+4a—-38
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pa je rjeSenje sistema

—15+ 39 — 38 63 —2la — 218 24 — 12a + 98 ﬁ>
Y 9 7&7

(.1'1,.%'2,.1'3,.%'4,x5> = ( 21 21 21

pri ¢emu su «, 8 € R proizvoljni.

Primjer 1.2.14 Ispitati saglasnost sistema

4.%'1 — 3.1'2 + 633'3 = 21
r1 + a9 — 3zz3 = —10
5{L‘1 — 21‘2 + 31’3 = 11

1 u slucaju da je sistem saglasan rijesiti ga:
a) metodom determinanti,
b) matriénom metodom.

Rjesenje. Ako odmah primijenimo metod determinanti, dobi¢cemo D = D,, = D,, = D,, = 0
a to znacCi da sistem ima beskonacno mnogo rjesenja. Ipak, potrebno je nac¢i i "oblik” rjesenja
datog sistema. Zato se koristimo sljede¢im postupkom. Matrica koeficijenata i proSirena matrica
koeficijenata sistema su:

4 -3 6 4 -3 6 21
A=|1 1 =3, 4=]|1 1 =3 -10
5 -2 3 5 -2 3 11

Izvrsimo elementarne transformacije matrice A, na sljedeéi nacin:

[4 -3 6 21| V1 prepisana
A, = 1 1 -3 —10 | -4V2+4V1
| 5 -2 3 11 | -4V3+5Vl

4 =3 6 211 VI prepisana
~ 0 —7 18 16 | V2 prepisana
0 =7 18 16 | -V3+V2

[ 4 -3 6 21 ]
~ 0 —7 18 16
0 0 0 0

Odavdje zaklju¢ujemo da je rang(A) = rang(A,) = 2 pa je sistem saglasan. Pomoc¢u posljednje
matrice formirajmo novi sistem

4{L‘1 — 31‘2 + 61’3 = 21
—7ZL‘2 —f- 181’3 = 6]_

koji je ekvivalentan polaznom sistemu. Bududi da sistem ima 3 nepoznate a rang(A) = rang(4,) = 2,
tada jednu nepoznatu biramo proizvoljno. Neka je npr. x3 = o € R. Tada dobijamo kvadratni sistem

oblika

4z, — 3rs = 21 — 6«
—Try = 61— 18«
a) Rijesimo ga metodom determinanti. Imamo
4 -3
D = 0 _7 ‘ = —28
21 —6a —3
D, = 61 — 18 _7 ' = 36 — 12q,
4 21— 6«
D,, = 0 61—180 | = 244 — T2«
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pa je rjeSenje sistema

( )_ 3aa—9 13a — 61
£T1,T2,T3) = 7 - , O

pri ¢emu je a € R proizvoljno.
b) Rijesimo ga matricnom metodom. Ako ozna¢imo

14 =3 | ™ | 21 -6«
a=lo 2] x=[n] m=lali]
tada je sistem ekvivalentan matri¢noj jednacini AX = B &ije je rjesenje matrica X = A~!B. Inverzna
matrica matrice A je
41— { 1/4 —3/28 }

0 —1/7

pa je rjeSenje

_aeip [ 1/4 =3/28 ] [ 21—6a | _ [ 2
X=4 B‘{ 0 —1/7 61 —18a | | 4

pa je rjeSenje sistema

( ) 3aa—9 13a — 61
T1,To,T3) = (%
1, 42,43 7 ) 7 )

pri ¢emu je o € R proizvoljno.

Primjer 1.2.15 Ispitati saglasnost sistema

2¢¢ + 3x9 + 623 + x4 = 12
T + X9 — 33 — x4 = —2
3?[71 + 4172 + 3[L‘3 = 10
ry + 2?[72 + 91‘3 + 2?[74 = 14

1 u slucaju da je sistem saglasan rijesiti ga:
a) metodom determinanti,
b) matri¢cnom metodom.

Rjesenje. Ako odmah primijenimo metod determinanti, dobi¢emo D = D,, = D,, = D,, = D,, =0
a to znaci da sistem ima beskona¢no mnogo rjesenja. Matrica koeficijenata i proSirena matrica
koeficijenata sistema su:

23 6 1 23 6 1 12
11 -3 -1 11 -3 -1 -2
A= 34 3 0}’ Ap = 34 3 0 10
12 9 2 12 9 2 14

Izvrsimo elementarne transformacije matrice A, na sljedeci nacin:

3 6 1 12 | V1 prepisana
1 -3 -1 =2 | -2V2+V1

4 3 0 10 | -2V3+43V1

2 9 2 14| -V4+V2

\)

A pum

P

1

3

1

2 3 6 1 12 | V1 prepisana

0O 1 12 3 16 | V2 prepisana
T lo 1 12 3 16| V3-V2

| 0 -1 —12 -3 —16 | V4-V2

(2 3 6 1 12

0 1 12 3 16
“loo 00 o0

00 00 O
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Odavdje zaklju¢ujemo da je rang(A) = rang(A,) = 2 pa je sistem saglasan. Pomoc¢u posljednje
matrice formirajmo novi sistem
201 + 3x9 + 6x3 + x4 = 12
T2 —f- 121’3 —f- 3ZL‘4 = 16
koji je ekvivalentan polaznom sistemu. Buduéi da sistem ima 4 nepoznate a rang(A) = rang(A4,) = 2,

tada dvije nepoznate biramo proizvoljno. Neka su npr. z3 = f ,24 = o (o, § € R). Tada dobijamo
kvadratni sistem oblika

201 + 3xy = 12—a—6p
Ty = 16 —3a — 1203
a) Rijesimo ga metodom determinanti. Imamo:
2 3
D, — | 12-a-05"3 ’ — —36 + 8a + 308,

16 — 30— 128 1

|2 12-a-68 |
Dea =10 16— 30— 125 | =32 700249

pa je rjeSenje sistema

(l’l,.fll'g,l'g,l'4> = (_18 + 4o+ 15ﬁ7 16 — 3o — 12ﬁaﬁ7a)

pri ¢emu su «, 8 € R proizvoljni.
b) Rijesimo ga matricnom metodom. Ako oznac¢imo

12 3 |z B 12—a—6p
A_[O 1}’ X_[:c;]’ B_[16—3a—125}

tada je sistem ekvivalentan matri¢noj jednac¢ini AX = B ¢ije je rjesenje matrica X = A~!B. Inverzna
matrica matrice A je
_ 1/2 =3/2
1 _
e
pa je rjeSenje

i | 172 =3)2 12—a—-68 | | —18+4a+ 1543
X=4 B_{ 0 -1 16 —3a—128 | | 16 —-3a—128 |’
Rjesenje sistema je

(x1, 9, w3, 24) = (=18 + 4dav + 155,16 — 3 — 123, 3, )

pri ¢emu su «, 8 € R proizvoljni.

1.2.4 Homogeni sistemi linearnih jednacina

Homogeni sistem linearnih jednacina je sistem oblika

an1ry + aprs + - + apr, = 0
a21T1 + apry + - + agxr, = 0

(1.5)
Am1T1 + Qa2 + -+ App®, = 0

pri ¢emu su (a;; € Rza 1l < i < m;l < j < n). Ovakav sistem uvijek ima rjesenje oblika
(x1, 22, ..., x,) = (0,0,...,0) koje se naziva trivijalno rjeSenje homogenog sistema. Postavlja se pi-
tanje da li sistem (1.5) pored trivijalnog ima i neko drugo rjesenje. Odgovor na to pitanje u slucaju
kvadratnih homogenih sistema linearnih jednacina daje sljedeca teorema:
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Teorem 4 Vrijedi:
& Ako je determinanta sistema razlicita od nule, tada sistem ima samo trivijalno riesenje.

& Ako je determinanta sistema jednaka nuli, tada sistem pored trivijalnog ima 1 netrivijalno rjesenje.

Primjer 1.2.16 Rijesiti sistem homogenih jednacina:

233'1 —+ 4.1'2 — 9.1'3 = 0
6r; + w2 + z3 = 0
41’1 — To + ].21‘3 = 0

Rjesenje. Posto je determinanta sistema

2 4 -9
D=|6 1 1|=-156+#0
4 -1 12

to dati sistem ima samo trivijalno rjesenje, tj. (z1,x2,x3) = (0,0,0).
Primjer 1.2.17 Rijesiti sistem homogenih jednacina:

rT — 41'2 + 61‘3 = 0
6{L‘1 — 21’2 + 7{L‘3 =
5.1'1 -+ 233'2 -+ r3 = 0

e}

Rjesenje. Posto je determinanta sistema

[N

1
D=6 —
3

\)

6
71=0
1

\)

to dati sistem pored trivijalnog ima i netrivijalno rjesenje. Odredimo ga Gausovom metodom:

ry — 4xy + 63 = 0 J1 prepisana
6?[71 — 21‘2 + 71’3 = 0 -J246J1
5.%'1 + 2.%'2 + T3 = 0 -J3+5J1
ry — dry + 623 = 0 J1 prepisana
—22z9 + 2923 = 0 J2 prepisana
—22?[72 + 291‘3 =0 -J3+J2
rT — 4.%'2 + 6.%'3 =0
—221‘2 + 291‘3 = 0 } '

Posljednji sistem ima dvije jednacine a tri nepoznate. Zato jednu nepoznatu biramo proizvoljno.
29« S8«

Neka je npr. x3 = a. Tada lahko dobijamo da su x5 = 55 1T1= 17 Dakle, rjesenje sistema je
( ) 8o 29«
X1, To,23) = | ——, ——,«
1,42, 43 11’ 29 )

pri ¢emu je o € R proizvoljno.

Primjer 1.2.18 Odrediti za koju vrijednost parametra a € R sistem
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ary + x + w3 = 0
Ty + are -+ r3 = 0
r1 + x93 4+ axrz = 0

ima 1 netrivijalno rjesenge.

Rjesenje. Determinanta sistema je

11
D = a 1|=a"-3a+2=(a—1)*(a+2)
1 a

—_ = Q

D=0&(a—1)*a+2)=0& (a=1Va=-2).
Dakle, za a = 1 ili za a = —2 sistem pored trivijalnog ima i netrivijalno rjesenje.
Za a =1 sistem ima oblik
T + T2 + T3 = 0

$1+[L‘2+l’3:
T + 72 + 73 = 0

)

koji je ekvivalentan jednacini
xr1 + To + T3 = 0
Cije je rjesenje
(.1'1,33'2, .%'3) = (Oé, 57 - — ﬁ)
pri ¢emu su «, 8 € R proizvoljni.
Za a = —2 sistem ima oblik

—2r7 + w33 + w3 = 0
Ty — 2x9 4+ x3
ry + To — 2?[73 = 0

I
o

Rijesimo ga Gaussovom metodom:

J1 prepisana
2J2+J1
J3-J2

—21‘1 + T + Tr3 = 0
xrT — 2?[72 + Tr3 =
r, + Ty — 2[L‘3 =0

o

o

— 3z + 313 = J2 prepisana
333'2 — 3.1'3 = J3+J2

o

=21 + Ty + w3 =
— 3z + 33 =

o O

—2.%'1+.T2+.’L’3I
— T2 + T3 =

o O

21 + a2 + 13 = O} J1 prepisana

Rjesenje sistema je
(xla T2, .%'3) = (047 a, Oé)

pri ¢emu je a € R proizvoljno.

Primjer 1.2.19 Rijesiti sistem homogenih jednacina:
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3?[71 + 4{L‘2 — 7ZL‘3 =0
r, + Ty — 2.1'3 =0 '

Rjesenje: Sistem sigurno ima trivijalno rjesenje. Provjerimo da li ima i netrivijalnih. Neka je

r3 = a # 0 pri ¢emu je a € R\{0} proizvoljno. Ako obje jednacine podijelimo sa a i uvedemo

. Iy . 2 ‘s .
smjene u = — i v = —, dobicemo sistem
o @

ou + 4dv =7
u + v = 2

e e T ) .. . L

¢ije je rjeSenje u = v = 1. Iz — =11 — = 1 dobijamo z; = z2 = «, pa je netrivijalno rjeSenje
o

] o
sistema

(:L‘la X2, :L‘3) = (O[, Q, O[)

pri ¢emu je o € R\{0} proizvoljno.

1.2.5 Sistemi linearnih jednac¢ina sa parametrima

Primjer 1.2.20 U zavisnosti od parametra A € R diskutovati rjesenja sistema

/\ZL‘l + 4[L‘2 = 2
9.%'1"‘)\.%’2:3 '

Rjesenje. lzracunajmo determinanate D, D,,, D,,.

D = 3 i =2 —-36=(\—6)(\+6)
D, = 3 i':2ﬁ—¢2:mA—®
D,, = g 3':3)\2—18:3()\—6).

Vidimo da je D = 0 akko je A = +6.
Diskusija:

o Ako je A\ # £6 tada sistem ima jedinstveno rjesenje dato sa

b Du20-6) 2
"D T (A=6)(A+6) A+6
D, 3(A—6 3

vy — Do _ (A—6)

D (A—6)(A+6) A+6

o Ako je A =6 tada je D = 0 alii D,, = D,, = 0 pa sistem ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Odredimo oblik tih rjesenja. Za A = 6 sistem ima oblik

6[L‘1 + 4[L‘2 = 2
9[L‘1+6[L‘2:3 '

ove dvije jednacine su linearno zavisne pa sistem mozemo zamijeniti sa jednom jednacinom.
1 -2«

Birajuéi da je xo = «, (o € R) iz prve jednaéine dobijamo z; =

. Dakle, rjesenje sistema

je

pri ¢emu je o € R proizvoljno.
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o Ako je A= —6tadaje D=0ali D,, #01i D,, # 0 pa sistem nema rjesenja.

Primjer 1.2.21 U zawisnosti od realnog parametra \ diskutovati rjesenja sistema

)\171

+ To + I3 = 1
xry + )\ZL’Q + Trs3 = A
ry + To + )\173 = /\2

Rjesenje. Izracunajmo determinante D, D,,, D,,, D, :

D

1

Al
1A 1 |=(N+141)—A+A+A) =N -3)1+2
11 A

AN —d=22+2=A(N-1)-2(1—-1)
AA=DA+D)=2A=1D=A-1)AA+1)=2)
A= (N+A=-2)=A-1) (N +2A—A—2)
A=DAA+2)=(A+2)=A-1)A=-1)(A+2)
A=1)*(A+2)

Z

1

1
A
)\2
N HENHA—1=—(N¥=N)+ (A1)
“XNA=D+A-1)=A-1)(1-))
A=D1 =-NA+N)=-A=-1)A=-1)(A+1)
—(A=12A+1)

11
AT =N+X+N) - (VP+14+X)
I A

A1 1] a1

= |1 X 1|1 A=N+1+X)-A+X+))
1 A2 A1 N

= M2 +1=(\-1)>.
A1l Al

= |1 X A1 A =MN+A+1)-(A+X+N)
11 A2]1 1

= M2 1= (1) = - 1P+ 1)

Dakle, D =0 ako je A= —21ili A = 1.
Diskusija:

o Ako je A # —2 1 X # 1, tada sistem ima rjeSenje dato sa

D, (-1 +1)  A+1
T D T OS2 +2) | A+2
D,  (A=-1* 1

YT D T 1) (2 At
Dy, (A=1D(A+1)7  (A+1)
BT D T S22 Af2
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o Ako je A= —2tada je D =0 ali D,, =9 # 0 tada sistem nema rjesenja.

o Ako je A =1tada je D = D,, = D,, = D,, = 0 tada sistem ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Uvrstavajuéi A = 1, dobijamo sistem od tri jednacine koje su identi¢ne, pa se rjeSavanje sistema
svodi na rjesavanje jedne jednacine sa tri nepoznate. Odaberimo x5 = «a i x3 = [ gdje su
o, € R. Tada je x;1 = 1 — a — . Dakle, rjeSenje sistema je

(.%'1,.%'2,.1'3) = (1 _C(_B7C(7ﬁ)
gdje su a, 8 € R proizvoljni.

1.2.6 Primjene sistema linearnih jednacina

Primjer 1.2.22 [zracunati potencijale u elektricnoj mrezi:

A 30 B 30 C 62 D

100V
10
1%
H 50 G 1 F 20 E
Rjesenje. Iz Ohmovog zakona jacina struje koja tece od tacke ¢ do tacke j jednaka je I;; = Ui}g Uj,
1]

pri ¢emu je v; potencijal u tacki ¢ a v; potencijal u tacki j, (i,7 € {4, B,C,D,E, F,G,H}.) S druge
strane, prema Kirchoffovom zakonu, suma jacina struja koje zavrsavaju u jednom c¢voru mora biti
jednaka nuli, i to vrijedi za svaki ¢vor mreze.

Primijenjujuci ta dva zakona na ¢vor B, dobijamo:

Inp+Icp+Icp=0

odnosno
VA — URB Vg — UB Vo — Up
+ + =0
Rap Rap Rep
tj.
VA — UB Vg — UB Vo — UB 0

3 ) 3

Sredivanjem, dobijamo jednacinu
13vg — bve — 3vg = 500.

Primjenom istih zakona na preostalih pet ¢vorova, dobijamo jos pet jednacina. Nepoznate potencijale
v; dobijamo rjesavajuci sistem od Sest jednacina sa Sest nepoznatih koji ima oblik

13vg — dve — 3vg = 500 )
10?)3 — 181)0 + 5UD + 3UF = 0
Vo — 7UD + 61)]3 = 0
QUD — 31)]3 + (o = 0
17ve 4+ 8bvg — 112vp 4+ 10vg = 0
17’03 + 5’UF — 39UG = 0

Cije je rjesenje dato sa

(vB,ve, vp, VE, VE, vg) = (75.33,71.18,66.82,66.09, 64.63,41.12).



