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SADRZAJ



Poglavlje 1

Skup realnih brojeva

1.1 Matematicka indukcija

Primjer 1.1.1 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijeds
1434+5+---+(2n—1)=n"

Rjesenge.

1) Za n =1 jednakost vrijedi jer je 1 =12 = 1.

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

1+3+5+-+(2k—1) =k
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi
143454+ (2k+1) = (k+1)°.
Dokaz:

14+3+5+---+(2k+1) = 14+3+5+---+2k—-1)+(2k+1)
B2k +1) =k +2k+1=(k+1)°.
Dakle, jednakost vrijedi i zan =k + 1.

4) Na osnovu principa matematicke indukeije zakljué¢ujemo da jednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n.

Primjer 1.1.2 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

2
122833 . 1t = (M)
5 .
Rjesenge.
114+ 1)\
1) Za n =1 jednakost vrijedi jer je 13 = (%) =12=1.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

13+23+33+-~+k3:( 5

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

(k:+1)(k:+2))2

13+23+33+~~+(k+1)3:( 5

5
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Dokaz:

P+28 4354 o+ (k+1)P =142+ B B (1) =

= (@) +(k:+1)3:k2(kfm+(k:+1)3:

R h+1)7+4(k+1)°  (k+1)*(K2+4(k+1)
B 4 B 4 B
(k+1)% (K2 +4k+4)  (k+1)°(k+2)°

4 , 4
_ <(k:+1)(k+2)> |

2

Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuéujemo da jednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n.

Primjer 1.1.3 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

1
1-3

‘ -

1 n

T35 2n—1)-(2n+1) 2n+1

OJ

Rjesenge.
1) Za n = 1 jednakost vrijedi jer je

1 1 1

1.3 2.1+1 3

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

‘ -

L+ . 1 ok
3-5 (2k—1)-(2k+1) 2k+1

1-

OJ

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

1 1 1 k1
T3 35 " T@tD-(2k+3) 243
Dokaz:
1 1 1 B
T3 35 T kD -(2k+3)
1 1 1 1
Sl st T ey @k e T @) 2k +3)
k 1 _ kQ@E+3)+1
T k1 @kiD) - (2k+3) @RiD (k13
2k +3k+1  (2k+1)-(k+1)  k+1

k+1)-(2k+3) (2k+1)-(2k+3) 2k+3

Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuéujemo da jednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n.
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Primjer 1.1.4 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

12 22 n? n(n+1)
R P - .
1-3 35 @n—1)-@2n+ 1) 2(2n+1)

Rjesenge.
1) Za n =1 jednakost vrijedi jer je
12 1-(1+1) 1

1-3 2-(2-1+1) 3

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

12 22 k2 k(k+1)
+—+...+ frg .
1-3 ' 3.5 (2k—1)-(2k+1) 2(2k+1)

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

12 22+... (k+1)° (k1) (k+2)
1-3 3.5 (2k+1)-(2k+3)  2(2k+3)

Dokaz:

12 22 (k+1)° B

13735 T @D @ke3)

12 92 k2 (k+1)°
T I3 3 T T S @k D) (2Rt 1) 2k +3)
k(k+1) (k+1) Ck(k+1)(2k+3) +2(k+1)°
2(2k+1)  (2k+1)(2k+3) 2 (2k + 1) (2k + 3)
(k+1)(k(2k+3)+2(k+1)) (k:+1)(2k:2+3k:+2k+2)_
B 2 (2k +1) (2k + 3) 2 (2k +1) (2k + 3) B
(k+1)(2k*+5k+2) (k+1)(k+2)(2k+1)
2(2k+1) (2k +3) 2(2k+1) (2k+3)
(k+1)(k+2)
2(2k+3)

Dakle, jednakost vrijedi i zan =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukeije zakljué¢ujemo da jednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n.

Primjer 1.1.5 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

3.5 1l 1
4 36 n (n +1)° (n+1)*
Rjesenge.
1) Za n =1 jednakost vrijedi jer je
3 13
4 (141 4

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

3,5 . 2%+l 1
4 36 k2 (k4 1)° (k+1)*
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3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

3,5 2k +3 1
4" 36 (k+1)* (k+2)° (k+2)*
Dokaz:
3,5, L 2%k+3 B
4736 (k+1)° (k+2)?°
_ 3.5 %kl 2k +3 B
436 2(k+1)7?  (k+1)*(k+2)°
1 2k +3

_|_ =
(k+1)°  (k+1)°(k+2)
(k+2)% — (2k + 3) 1_k2+4k:+4—2k—3_

(k+1)* (k +2)° (k+1)* (k +2)°
. R H2k+1 i (k+17?
B k+1%(k+2°  (k+1D*k+2)?>
1
T kt2?

Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljucujemo da jednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n.

Primjer 1.1.6 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

1+2+3+ +n_3(3"—1)—2n
3 9 27 3n 4.3n ‘

Rjesenge.
1) Za n = 1 jednakost vrijedi jer je
I 38-1)—-2-1 1

3 4.3 3

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

1+2+3+ +k;_3(3k—1)—2k;
3 9 27 3k 4.3k '

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

1+2+3+ +k+1_3(3’f+1—1)—2(k+1)
39 27 3kl 4 . 3k+1 '

Dokaz:

1 2 3 k+1 1 2 3 k kE+1
ER I T H S R TR T T
33F—1)—2k k+1 3-3(3"—1)—6k+4(k+1)

4.3k Jk+1 o 4 . 3k+1
331 —3) =6k +4(k+1) 33 —1)—6—6k+4(k+1)

4. 3k+1 4 . 3k+1
33 —1) —6(k+1)+4(k+1) 331 —1)—2(k+1)

4.3k 4-3k+1
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Dakle, jednakost vrijedi i za n =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukeije zakljuéujemo da jednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n.

Primjer 1.1.7 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi

.2
sinz +sin3z +sinbzr + - +sin(2n — 1)z = SH,l nr.
sin
Rjesenje.
) e e sin? x .
1) Za n =1 jednakost vrijedi jer je sinz = — = sinx.
inz
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi
.2
k
sinx + sin 3z +sinbz + -+ - +sin (2k — 1) x = SH'I <
sin

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

sin? (k+ 1)z

sinx + sin 3z +sinbz + -+ +sin (2k+ 1) x = :
sin x

Dokaz:

sinz +sin3z +sinbx + -+ +sin (2k+ 1)z =
= sinz+sin3z +sinbr +---+sin(2k — 1)z +sin(2k+ 1)z =

R AL L TC R
sin x sin x

sin® kx + 1 [cos 2kx — cos (2kz + 27)]
- sin -
B 25sin? karcostQxfcos@szer) B 28in2 kx + cos 2kr — cos 2 (k i 1) v
B sin x B 2sinz B
_ 2sin’ka + cos’kx —sin® kx — cos? (k+ V) w +sin® (k+ 1)z
B 2sinx B
_ sin’ka 4 cos? kx —cos? (k+ 1)z +sin® (k+ 1)z
B 2sinx B
 l—cos?’(k+ 1)z +sin®(k+ 1)z sin’(k+1)z+sin®(k+1)z
B 2sinx B 2sinx B
~ 2sin*(k+ 1)z sin®(k+1)x
B 2sinzx B sinz

Dakle, jednakost vrijedi i zan =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukeije zakljuéujemo da jednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n.

Primjer 1.1.8 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijeds
(1+a)">1+na, (a>0).

Rjesenge.

1) Za n = 1 nejednakost vrijedi jer je (1 +a)! > 1+ a.

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

(1+a)* > 1+ ka.
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3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi
(1+a)" >14 (k+1a.
Dokaz:

(1+a)™ = 1+a)(1+a)"> (1 +a)l+ka)
1+ (k+Da+ka*>>1+ (k+1a

Dakle, nejednakost vrijedi i zan =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuc¢ujemo da nejednakost vrijedi za svaki prirodan
broj.

Primjer 1.1.9 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijeds

1 1 1
—t—=t =t —= 2>V
1 2 V3 \/ﬁ_\r
Rjesenje:

1
1) Za n = 1 nejednakost vrijedi jer je —= > /1. 2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj.

—_

da vrijedi

111 1
—+—+—+---+—kZ\/E.

TR TETTT R

3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

1 1 1 1
—t+—=+ =+t >V L
VAV ARV- R s
Dokaz:
LI S
V1oV2 3 k+ 1
B S U U U
VARRVORRVE] VE  VE+1
1 k-vVkE+1+1 k-vVk+1 k+1
> Vit VR VEFTHL VEVERL b+t
k+1 k+1 vVEk+1 vVEk+1
= k+1

Dakle, nejednakost vrijedi i zan =k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuc¢ujemo da nejednakost vrijedi za svaki prirodan
broj.

Primjer 1.1.10 Dokazati da vrijeds

! + ! + ! + + ! > L >2
o .. —_— —_ n .
n+l1 n+2 n+3 2n = 2’ -
Rjesenge.
) U 7 1
1) Za n = 2 nejednakost vrijedi jer je 3 + 11 > 3
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi
1 n 1 N 1 P 1 - 1
k+1 k+2 k+3 2k~ 2
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3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

1 n 1 n 1 n n 1 >1
k+2 k+3 k+4 2k+2 " 2
Dokaz:
R I
kE+2 k+3 k+4 2k +2
B 1 n 1 n 1 n n 1 n 1 n 1 1
k+1 k+2 k+3 2k 2k+1  2k+2 k+1
1 1 1 1 1 1 1 1

> - = — — >
5 kel 2ktl a2 2T %ma1 Wiz 2

Dakle, nejednakost vrijedi i za n = k + 1.
4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuéujemo da nejednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n > 2.

Primjer 1.1.11 Dokazati da za svaki prirodan broj n > 5, vrijedi nejednakost
2" > n?,
Rjesenge.
1) Za n = 5 nejednakost vrijedi jer je 2° > 5% tj. 32 > 25.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi 2¥ > k2. 3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi

izan=Fk+41,tj. da vrijedi
2k+1 2 (k 4 1)2

Dokaz:
M =929k > 9 2= 24 B2 > K 4+ 2k 4+ 1 = (k+1)°

jer je k* > 2k + 1.

Dakle, nejednakost vrijedi i za n =k + 1.

4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljué¢ujemo da nejednakost vrijedi za svaki prirodan
broj n > 5.

Napomena: Nejednakost k* > 2k + 1 takoder mozemo dokazati koristeéi matematicku indukciju.

Primjer 1.1.12 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijeds

17 | 5n+3 4 113n+1.

Rjesenge.
1) Zan =1 tvrdnja vrijedi jer je

513 4+ 1171 = 5% + 11" = 625 + 14641 = 15266 = 17 - 898.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi
17 | 5k+3 4 113k+1

odnosno da vrijedi 5¥+3 4 113+! = 174 pri ¢emu je a € Z.
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

17 | 5(k‘+1)+3 + 113(k+1)+1
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Dokaz:

BD+3 4 131+ gkt 13k gk3 5 4 13kl 13 =

= 5.5 411311331 =

= 55 113 (1326 4 5) =
535 4 1138 L5 4 1135 1326 =
5. (5" 4 113 ) 4 119541 . 1326 =
5-17a 4+ 1131 .17.78 =

= 17(5-a+ 11 .78) = 170,

pri éemu je b=15-a + 113+ . 78,

Dakle, tvrdnja vrijedi i za n =k + 1.

4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuc¢ujemo da tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj
n.

Primjer 1.1.13 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijeds
19| 7-5%" 412 6.

Rjesenge.
1) Za n = 1 tvrdnja vrijedi jer je

751 412.6'=7-25+12-6=175+ 72 =247 =19 13.
2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi
19| 7-5% +12.6"

odnosno da vrijedi 7 - 5% + 12 - 6% = 19a pri ¢emu je a € Z.
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi

19 ‘ 7 . 52(k+1) 4 12 . 6(k+1)
Dokaz:

522 126k = 7.5 .25 1 12.6% . 6 =
5% (1946) +12-6" -6 =

52194 7.5%.64+12.6-6 =
51946 (7-5% +12.6%) =
571946 - 19a = 19 (7 - 5% + 6a) = 19,

7. 52(k‘+1) + 12 .- 6(k‘+1) —

I
ES RN RN BN RN

pri ¢emu je b = 7 - 5% + 6a.

Dakle, tvrdnja vrijedi i za n =k + 1.

4) Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuc¢ujemo da tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj
n.

Primjer 1.1.14 Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijeds

94" +15-n — 1.
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Rjesenge.
1) Za n = 1 tvrdnja vrijedi jer je

4" +15-1-1=18=9-2.

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da vrijedi
94" +15-k—1
odnosno da vrijedi 4 4+ 15 -k — 1 = 9a pri ¢emu je a € Z.
3) Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, tj. da vrijedi
94 415 (k+1) -1
Dokaz:

4R 15 (k+1) -1 = 4-4" 415k + 14 =
= 4-(4F + 15k — 1) — 45k + 18 =
4-9a — 45k +18 =4-9a — 9(5k — 2) =
= 9(4a — (5k — 2)) = 9(4a — 5k + 2) = 90,
pri ¢emu je b = 4a — bk + 2.
Dakle, tvrdnja vrijedi i za n = k + 1.

4) Na osnovu principa matematicke indukeije zakljuéujemo da tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj
n.

1.2 Binomna formula
Zan € NU{0} definisemo faktorijel broja n sa

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 (1.1)

pri ¢emu je 0! = 11 1! = 1. Proizvod prvih n parnih brojeva oznac¢avamo sa (2n)!!a proizvod prvih n
neparnih brojeva oznac¢avamo sa (2n — 1)!! pri ¢emu je O!!' =11 1!l = 1.

Izraz oblika (Z), (n € N,k € NU{0}, k < n) naziva se binomni koeficijent i vrijedi

(n)_ nl n-(n—1)-(n—-2)-..-(n—k+1) (1.2)

k)  kl-(n—k) k!
. . n n
pri cemu je = =1.
0 n

Za binomne koeficijente vrijedi zakon simetrije tj.

Za svaki prirodan broj n vrijedi formula za razvoj binoma

n o __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) —(O)a +(1>a b+(2)a b* + +(n_1>ab +(n)b
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koja se naziva Njutnova binomna formula koju krace mozemo zapisati

n

@HmWZEZGDwkM,mgkgny (1.3)

k=0

Opé¢i ¢lan razvoja binoma (a + b)" dat je sa

Thy1 = (Z) a” R, (0<k<n). (1.4)
1!
Primjer 1.2.1 Dokazati % =n(n+1).
n—1)!

Rjesenje. Na osnovu formule (1.1) vrijedi n! = (n —1)! - n, pa:

(n+1)! (n—1)n-(n+1)
(n—1)! (n—1)!

=n(n+1).

Primjer 1.2.2 Dokazati jednakost (2n)!! =nl2", (n=0,1,2,...).

Rjesenje. Jednakost dokazujemo koriste¢i matematicku indukciju:
1) Za n = 0 jednakost je ocigledna jer je 0!l = 0! = 1.

2) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k tj. (2k)!! = k!2*.

3) Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za n =k + 1, tj. da vrijedi

(2(k + 1) = (k4 1)120+D),
Dokaz:

2k + 1)) = 2k + 2! = (2k)11(2k + 2) = K12%(2k +2)
k12F2(k 4+ 1) = (k + 1)120+D

4) Tvrdnja vrijedi za svako n = 0,1,2,... .
Primjer 1.2.3 Izracunati zbir svih binomnih koeficijenata u razvoju binoma (a + b)™.

Rjesenje. Ako u formulu (1.3) uvrstimo a = b = 1, dobijamo

(o)« () ++()—arrr-2

1
Primjer 1.2.4 Dokazati identitet (Z) + (k: :L_ 1) = (Zi 1).

Rjesenje Na osnovu definicije binomnog koeficijenta, imamo:

n n no(n—1)-...-(n—k+1) n-(n—1)-...-(n—k)
() () ;

k k+1 1-2-.. .k 12 -(k+1)
n-n—1-...-(n—k+1) (n—k
— : 1
i PRSI
_on-(n—=1)-...-(n—k+1) n+1
N k! k+1

_ (n+)n-...-(n—=k+1) (n+1
- (k+1)! B (k+1)'
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Primjer 1.2.5 Rijesiti jednacinu (g) + (Z) — 8(?) = 0 u skupu prirodnih brojeva.

Rjesenje. Kako je

(n) _ nn=1®n-2) nn-1)(n-2)
3 1-2-3 6
nin—1)  n(n—1)

) = M
) -

n
2

S

(
(

—_

jednacina dobija oblik
nn—1)(n-2) nn-1)

6 Ty e

koja je ekvivalentna jednacini
n(n—1)(n—2)+3n(n—1)—48n =0

odnosno
n(n® —49) =0

¢ija su rjeSenjan; = 0,ny = —71ng = 7. Bududi da za rjesenje trazimo prirodan broj, jedino rjeSenje
jednacine je n = 7.

Primjer 1.2.6 Primjenon binomnog obrasca razviti (1 + 2z)3.

Rjesenje. Na osnovu binomne formule (1.3), imamo:

3

(1+22)° = Z(i) 13k (2)F — 2(2) (20)"

3
k=0 k=0

- (3) (22)° + G’) (22)' + (;) (22)* + (g) (22)°

= 146z + 1222 + 82°.

Primjer 1.2.7 Nacéi trinaesti ¢lan u razvoju binoma (\/5 + \375) 15.

Rjesenje. Bududi da trazimo trinaesti clan u razvoju binoma, tada je k = 12, pa iz formule (1.3)

dobijamo:
- ()
_ (15) <\/§)3 (3%)12 _ (15> 22 - 3% = 73710V/2.

12 12
Primjer 1.2.8 Odrediti peti ¢lan u razvoju binoma (2av/x — \3/5)8.

Rjesenje. Na osnovu formule (1.4), vrijedi

15 =
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9 16

Primjer 1.2.9 Nadéi srednji ¢lan v razvoju binoma (— — \/§> .
x

9 16
Rjesenje. Razvoj binoma (— — \/E> ima 17 clanova pa je srednji clan deveti ¢lan. Na osnovu
x

formule (1.4), vrijedi

T, — (186) (%)16_8. (—va)’ = (186) (%)8 (<o )8

1 1
= (86> 25278 (=1)% 2t = (86) 28 . 7% = 32047202

=

Primjer 1.2.10 Odrediti koeficijent uz 8 u razvoju binoma (x + 3)12 )

Rjesenje. Opéi élan razvoja binoma (z + 3)™ je

12

pa je jasno da mora biti 12 — k& = 8 jer trazimo koeficijent uz 2%, odakle je k = 4. TraZeni koeficijent

e
12 4 12-11-10-9
3t =2~ 7 781 = 40095.
(4) 3 T 5.3.4 8 0095

9 15
Primjer 1.2.11 U razvoju binoma(— + 3ZL‘) odrediti koeficijent uz x7.
x

Rjesenje Opéi ¢lan razvoja binoma je

o 15 9\ 15—k
T (k> a Y ( k) (E) (32)" =
1 _ 1
(;) (295*1)15 ko gk k (;) 15—k —15+k gk, k _

_ (15) 915k gk ,.—15+2k
k

Buduéi da trazimo koeficijent uz 27, onda je —15 + 2k = 7 odakle je k = 11, pa je traZeni koeficijent

7
15 15 15
ol5—k gk _ 9l5—11 g1l _ o4, g1
(+) ¥ ;

uz x
, 12
Primjer 1.2.12 Naéi ¢lan koji sadrzi 7 v razvoju binoma (\/ x? — \/5) .

Rjesenje. Opdi clan razvoja binoma je

T = ()= () (v2) " (v -
(" () (B e

o 12 . k 2452k+§_ 12 . k. %
—(k)(l)x —(k)(l)x .

48 —

wlro

Sada je jasno da je

sadrzi x7.

12
i = 7 odakle je £ = 6. Dakle, sedmi ¢lan razvoja binoma (\S'/ﬁ — ﬁ)
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16
Primjer 1.2.13 U razvoju binoma (\/5 - > naéi élan koji sadr#i x.

1
Jx
Rjesenje. Opéi clan razvoja binoma je
n 16 16—k 1 K
n—kpk -
o (= (e (&) -
= () @) () = () e
= p )@ x =\ )" x

48 — 5k

16
pa je = 3 odakle je k£ = 6. Dakle, sedmi ¢lan razvoja binoma (ﬁ + ) sadrzi 23.

1
Jx
15
Primjer 1.2.14 Odrediti onaj ¢lan razvoja binoma <\3/ x? — x_1> koji ne sadrzi x.

Rjesenje. Opéi clan razvoja binoma je

T = (Z) ankbk: k(lif) (Va) " () -
B (1k5> (.ﬁ) C(-Dr = (1:)90303% (=D)F k=
= () v ()

30 — 5k

e
|
B

Bududi da trazimo ¢lan koji ne sadrzi x, onda je

= 0 pa je k = 6. Dakle, sedmi ¢lan razvoja

15
: 3 — .
binoma (\/ 2 —x 1) ne sadrzi z.

VT

3\8
Primjer 1.2.15 Odrediti onaj ¢lan razvoja binoma (\/_ — —) koji ne sadrzi x.

Rjesenje. Opdi clan razvoja binoma je

Ty = (Z) A"k = (2) (Va)* ™. (_ %

_ (2) (4)" (=30 t) = (2)35— () ek =

Bududi da trazimo ¢lan koji ne sadrzi x, onda je 4 — k = 0 pa je k = 4. Dakle, peti clan razvoja
3 \®
binoma — — | ne sadrzi x.
(‘F \/5> ’

1 n
Primjer 1.2.16 Nadéi trinaesti clan u razvoju binoma (9x — —) ako je binomni koeficijent treceg

Vax
¢lana jednak 105.
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Rjesenje. Binomni koeficijent treceg clana je (Z) pa iz uslova zadatka imamo (Z) = 105 sto je

ekvivalentno jednacini n?—n—210 = 0. RjeSenja posljednje kvadratne jednacine sun; = 15,n, = —14

pa uzimamo samo rjesenje n; a rjeSenje n — 2 odbacujemo jer je negativnan cio broj. Buduci da
trazimo trinaesti ¢lan razvoja binoma, u formulu za op¢i ¢lan razvoja binoma uvrstavamo k = 12, i

tako dobijamo
15 1512 1\"
T = 9 . _—— =
o = (15) 00 er

15 LN 12 15

= (12) (91')3 ‘ <_37§x7 > = (12) 931'3 * (_1)12 . 3761'76 =
1 1

= ( 35) 3043 .37 6,76 = ( 35> x73 = 455273,

Primjer 1.2.17 Nadi redni broj onog clana razvoja binoma

(7 5)

|

koji sadrZi a i b na isti eksponent.

Rjesenje. Opdi clan razvoja binoma je
k
n 21 a \*F b
T, = n—kpk _ 3/ . — | =
v (e ()R ()
_ @1) (afb )" (vhat) " (ij);a I o
_ Gj)a%—'g phEE (le)a% e

Buduéi da zahtijevamo da a i b budu na isti eksponent, tada mora biti

B
N
=
|
=
e
ol

42 -3k 4k —21
6 6

odakle dobijamo da je £ = 9. Dakle, deseti ¢lan razvoja binoma sadrzi a i b na isti eksponent.

Primjer 1.2.18 Nadi vrijednost x u izrazu
1 6
(V)™= + )
cigi je cetvrti clan razvoja binoma jednak 200.
Rjesenje. Prvo, odredimo definiciono podrucje izraza. Jasno je da mora biti x > 0 i logxz + 1 # 0,
tj. x # 107! pa je
D =(0,10"") U (107", 400).

Cetvrti ¢lan razvoja binoma je
6 1 \6-3 6 o\ ° 3
n= (5) () v = (5) () 7) - () -
— 6 xQ(ngz«kl) x% — 6 x2(10g31+1)+i
- \3 - \3
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pa po uslovu zadatka imamo

(5

1 2(log z+1)

19

3 1 3 1
T4 =200 & 2D 1 = 10.

Logaritmiranjem posljednjeg izraza, dobijamo

log o T log 10

tj.
log z70 0+ 5 = log10 & | =~ o +1 logr =1
& -8 2(logz+1) 4 8=
6+1 1 7+1
4 (logz +1) 4 (logx +1)
& (T+logz)logz =4 (logz +1) & Tlogx + log”x = 4logx + 4
& log?z+3logz —4=0.
Uvodeéi smjenu logz = ¢, dobijamo kvadratnu jednacinu t? + 3t — 4 = 0 ¢ija su rjeSenja t; = —4 i

ty = 1. Za t = —4 dobijamo rjesenje z = 0,001 € D, a za t = 1 dobijamo rjesenje z = 10 € D.

Primjer 1.2.19 [zracunati clan razvoja binoma
3 n
(4\5/5 + g)

koji sadrzi x®>v/x* ako je zbir prva tri binomna koeficijenta jednak 56.

Rjesenje. 1z uslova zadatka imamo (g) + (ZL) + (Z) = 56 $to je ekvivalentno jednaéini n?4+n—110 =
0. Rjesenja posljednje kvadratne jednacine su ny = 10 i no = —11 od kojih u obzir dolazi samo prvo

rjeSenje jer je drugo negativno. Opéi ¢lan razvoja binoma je

_ (1:) (4/2)" " (g)k _

Tit

_ 3042k
-xr 15

30 +2k
15

14
= odakle je k = 6.

) 5 4 4 14 . o
Kako je 2*Vat = 2?25 = 2°75 = 25, onda je jasno da mora biti

Dakle, sedmi ¢lan razvoja binoma ima trazenu osobinu.

Primjer 1.2.20 Nadéi za koju vrijednost x u razvoju binoma

<\/2_f+

o)

zbir treceg i petog clana iznosi 135, ako je zbir binomnih koeficijenata tri posljednja clana jednak 22.
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Rjesenje. Binomni koeficijenti tri posljednja ¢lana jednaki su binomnim koeficijentima prva tri clana.

Po uslovu zadatka imamo
n N n n n\ 99
0 1 2/

5to je ekvivalentno kvadratnoj jednacini n? +n — 42 = 0 &ja su rjeSenja n; = 6 i ny = —7 od kojih
u obzir dolazi samo prvo rjesenje jer je drugo negativno. Treéi ¢lan (k = 2) razvoja binoma je

r- ()07 () -

_ (g) (25)" <2—%‘1>2 _ (g)g2m.21—w _

T, =

Sada je, po uslovu zadatka,

6 6
(2) PALEE (4) 227 = 135

15-2M%% 415. 27 = 135
21+x _'_ 2271‘ — 9
22"+ 1 9
2¢
2-(2°)°—9-2°—4 = 0.
Uvedimo smjenu ¢ = 2%, dobijamo kvadratnu jednacinu
202 =9t —4=0

1 1
¢ija su rjesenja t| = 3 ito=4.Zat= 3 dobijamo x = —1, a za t = 4 dobijamo x = 2.

Primjer 1.2.21 Odrediti za koju vrijednost x cetvrti clan razvoja binoma
1 n
2m—1+ )
(7
je dvadeset pet puta veéi od eksponenta binoma ako je binomni koeficijent cetvrtog clana pet puta
veci od binomnog koeficijenta drugog ¢lana.

n n
Rjesenje. Prema uslovu zadatka imamo (3) =5 (1> §to je ekvivalentno jednacini n? —3n—28 = 0.
Rjesenja posljednje kvadratne jednacine su ny = 7 i ny = —4 pa u obzir dolazi samo prvo rjesenje a

drugo odbacujemo jer je negativno. Cetvrti ¢lan (k = 3) razvoja ovog binoma je

= U () - () -
— 35.920-2 9—x _ 35 9v—2

Prema uslovu zadatka imamo 35 - 2272 = 140, tj. 2*72 = 4 odakle je x = 4.
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Primjer 1.2.22 Odnos koefcijenata petog i treceg ¢lana u razvoju binoma

-1 _ s 1 '

je 14:3. Odrediti sedmi clan razvoja.

Rjesenje. Opdi clan razvoja binoma je

i = (D)ot = (1) (o) <_5 ;)

e - O ()
- ()T ()6 () -
- () ) = () ot -

- (e - (e

Koeficijent treéeg ¢lana (k = 2) je ) (-1)F = 5 (-1)* = (Z) Koeficijent petog ¢lana (k =

. n ko (Y, 4 _ (T : () B ST
4) je (k) (—-1)" = (4)( 1)" = (4) Po uslovu zadatka imamo (4) . (2) = 14 : 3 sto je

ekvivalentno jednac¢ini n? — 5n — 50 = 0. RjeSenja posljednje kvadratne jednacine su n; = —5 i
ny = 10. U obzir dolazi samo pozitivno rjeSenje pa binom sada izgleda

T 10
(x\/x— «sz) |

Na osnovu pokazanog, op¢i ¢lan razvoja ovog binoma je

Ty = (Z) (_1>kx";2k

pa ako u ovu formulu uvrstimo da je n = 10 i k = 6, dobi¢emo da je sedmi ¢lan razvoja ovog binoma

10 = 10
T, = (6> (_1)6‘%% = (6>x1’

Primjer 1.2.23 Koliko racionalnih ¢lanova sadrzi razvoj binoma

(V2+ ¥3)™7

Rjesenje. Opsti clan razvoja binoma je

Tp = (Z)ankbk:(lgo)(ﬁ)wok(%)’f

_ (120)21002k312 _ (120) 25027§3%.

Da bi ¢lanovi razvoja ovog binoma bili racionalni brojevi, potrebno je i dovoljno da k bude djeljivo
sa 4. Bududi da je 0 < k& < 100, zakljucujemo da su to brojevi 0,4, 8,12, ..., 100 a njih ukupno ima
26.
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1.3 Racionalne nejednacine

Primjer 1.3.1 Rijesiti nejednacinu

r—1

Rjesenje. Vrijedi niz ekvivalencija:

Iz tabele!

r |—oo 1 2 +o0

2—x + +0-

x—1 -0+ +

zakljucujemo da je rjesenje nejednacine R = (—oo,1) U (2, 4+00).

Primjer 1.3.2 Rijesiti nejednacinu

20 +1 > l
1—3z " 2
Rjesenje. Vrijedi niz ekvivalencija:
2v+1 _ 1 2r+1 1 22x+1) -1+ 3z
Z - & -—-20« >0
1—-3z " 2 1—-3x 2 2(1 — 3x)
dr+2—-14 3z T +1
>0 ——— > 0.
2(1 — 3x) 2(1 — 3x)
Iz tabele
x —00 —% % +00
Tr +1 -0+ +
2(1 — 3xz) + | +0-
Tx+1
2(1—+3z) — 0 4%

11
zakljucujemo da je rjeSenje nejednacine R = {—— —) :

Primjer 1.3.3 Rijesiti nejednacinu

Rjesenje. Vrijedi niz ekvivalencija:

1 1 1 r—1—=x —1
r—1 r x—1 z(rx —1)

<

8=

17Znak * oznacava za koju vrijednost promjenljive = nejednaéina nije definisana!
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Iz tabele
xr |—oo 0 1 +o0
1 ==
x -0+ +
x—1 - =0+
z(;l) -

zaklju¢ujemo da je rjeSenje nejednacine R = (—o00,0) U (1, +00).

Primjer 1.3.4 Rijesiti nejednacinu

< _
2¢ + 1
Rjesenje. Vrijedi niz ekvivalencija:
2 —6x—1 - x2—6x—1+2< @x2—2x—3
20 +1 2z + 1 = 20 + 1
Iz tabele
T -0 -1 % 3 oo
2 —2x—3 + 0 - -0+

2x — 1 - =0+ +

z2—2z—3

e — 0 4504

1
zakljuéujemo da je rjeSenje nejednacine R = (—oo, —1] U (5, 3} .

Primjer 1.3.5 Rijesiti nejednacinu
2
x*+4x+6 <1
»?2+x—6

Rjesenje. Vrijedi niz ekvivalencija:

2 2
T +4x+6<1 N x +4x+6_

1<0
2+r—6 24+2—6 =
2?4+ +6—2>—2+6 0
24+ —6 =
3r + 12 <o.
24+ —6
Iz tabele
T -0 -4 -3 2 4
3r+ 12 -0 + + | +

?+r—6 + | + 0 -0+

3412 . .
p 0 + x —*+

zakljuéujemo da je rjeSenje nejednacine R = (—oo, —4] U (—3,2).

23
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1.4 Jednacine sa apsolutnim vrijednostima
Primjer 1.4.1 Rijesiti jednacinu
20 — 1] = 2|1 — 2| = 1.

Rjesenje. Znak funkcija koje su pod znakom apsolutne vrijednosti predstavimo tabelarno

1 4+

1
T (0. 9] 3

2t -1  —0+ +

11—z + +0-—

1
1. Zax € <—oo, 5} imamo niz ekvivalencija

Re—1-21-2|=1 & —2z—-1)-21—-2)=1-1=1
pa jednacina na ovom skupu nema rjesenja.

1
2. Zazx € 3 1] imamo niz ekvivalencija

e —1]-21—z|=1 & (2z—-1)-2(1—-2)=1<42x—-3=1
< dr=4x=1.

1
Budud¢i da 1 € 5 1} , onda je rjesenje jednacine x = 1.
3. Za x € (1,4+00) imamo niz ekvivalencija

20— 1 —21—2|=1 & (2z—1)-2(-(1-2)) =1
S 2r—14+42-2z=11=1

pa je rjesenje jednacine skup (1, +o00).
Dakle, rjesenje jednacine je skup x € [1, +00).

Primjer 1.4.2 Rujesiti jednacinu
220+ 1| —z = |z + 3.

Rjesenje. Znak funkcija koje su pod znakom apsolutne vrijednosti predstavimo tabelarno

r |—oo —3 —% +00
2v+1 - =0+
r+3 -0+  +

1. Za x € (—o0, —3] imamo niz ekvivalencija

22c +1|—z=z+3] & 2(-(2z+1))—ax=—(x+3)

&S Adr=-1sx=

=~ = Il
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pa jednacina na ovom skupu nema rjesSenja jer 1 ¢ (—oo, —3].

1
2. Zax € (—3, —5} imamo niz ekvivalencija

224+ 1| —z=lz+3| & 2(—(2z+1)—xz=x+3

1
& Ar=1lsxr=—-
T T 1

pa jednacina na ovom skupu nema rjesSenja jer v ¢(—3,—|.

2

1
3. Zax € (—5, —|—oo> imamo niz ekvivalencija

22z 4+1—z=z+3] & 222+1)—z=2+3

1
& r=1e0= 5
D .. 1, 1 1
pa je rjesenje jednacine x = 5 der 5 € —3 +00 |.
1
Dakle, rjesenje jednacine je x = 3

Primjer 1.4.3 Rijesiti jednacinu
|z — 3| + |1 — 4x| = 2|z + 2|.

Rjesenje. Znak funkcija koje su pod znakom apsolutne vrijednosti predstavimo tabelarno

x—oo—2i3—|—oo

r—3 - = =0+

1 —4x + +0- -

T+ 2 -0+ + +

1. Za x € (—o0, —2] imamo niz ekvivalencija
e —3|+|1—4x|=2]z+2] & —(z—-3)+(1—4x)=2(—(z+2))

8

8
pa jednacina na ovom skupu nema rjeSenje jer 3 ¢ (—o0, —2].

1
2. Zax € (—2, ﬂ imamo niz ekvivalencija

e =3+l —4dx|=2]z+2] & —(z—3)+(1—4z)=2(z+2)
& —Tr=0&2=0.
: . : L : 1
pa jednacina na ovom skupu ima rjesenje x = 0 jer 0 € (—2, —} :

4

1
3. Zax € (Z’ 3} imamo niz ekvivalencija

lz —=3|+ 1 —4z|=2lz+2|] & —(x—3)—(1—4z)=2(z+2)
& r+2=2r+4& =2
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1
pa jednacina na ovom skupu ima rjesenje x = 2 jer 2 € (Z’ 3} .
4. Za x € (3, +00) imamo niz ekvivalencija
|z =3|+ |1 —4z| =2]z+2| & (x—3)—(1—4z)=2(x+2)

8

8
pa jedna¢ina na ovom skupu nema rjesenje jer 3 ¢ (3,400).
Primjer 1.4.4 Rujesiti jednacinu
|z — 1| +|2° + 32 — 4| = 5.

Rjesenje. Zmak funkcija koje su pod znakom apsolutne vrijednosti predstavimo tabelarno

T -0 -4 1 +o©

r—1 - =0+

2 +3r—4 + 0 —0—

1. Za x € (—o0, —4] imamo niz ekvivalencija
lz -1+ ]2 +32—-4=5 & —(r—1)+(@*+32z—-4)=5
& P?+20-8=0&1=—4Vi =2

pa jednac¢ina na ovom skupu ima jedno rjesenje x = —4 jer xo = 2 ¢ (—o00, —4] .
2. Za x € (—4,1] imamo niz ekvivalencija

lz— 1|+ ]2 +3r—4|=5 & —(r—1)—(2*+3x—-4)=5
& —2—dr=0<1x,=—-4Va,=0.

pa jednac¢ina na ovom skupu ima jedno rjesenje © = 0 jer x; = —4 ¢ (—4,1].
3. Za z € (1,+00) imamo niz ekvivalencija

lz—1|+[2* +3r—4|=5 & (v—1)+(2°+32—4)=5
& 2?+45-10=0
&S r=—2—-V1dVr,=-2+v14

pa jednac¢ina na ovom skupu ima jedno rjesenje z = —2 4+ /14 jer 1 = =2 — /14 ¢ (1, 4+00).
Dakle, rjesenja jednac¢ine su x = -4, r =0ix = -2+ /14
1.5 Nejednacine sa apsolutnim vrijednostima
Primjer 1.5.1 Rujesiti nejednacinu
|z + 1| + |32 — 1] > 2.

Rjesenje. Zmak funkcije koje su pod znakom apsolutne vrijednosti predstavimo tabelarno

x—oo—l%%—oo

r+1 -0+ +
3r—1 - =0+
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1. Za x € (—o0, —1] imamo niz ekvivalencija
lz+1+ B3z -1>2 & —(r+1)—Br—1)>2

<~ < 1<:> c L
r< —= & —00,= | .
2 2

Rjesenje nejednacine u ovoj slucaju

1
2. Zax € (—1, g} imamo niz ekvivalencija

lz+1+B8z-1>2 & (2+1)-Br—1)>2& —22>0
& <0 x€(—00,0).

Rjesenje nejednacine u ovoj slucaju
1
Ry = (—1, g} N (—00,0) = (—1,0).

1
3. Zazxe€ (g, +oo) imamo niz ekvivalencija

lz+1+83z-1>2 & (z+1)+Bzx—1)>2& 4z >2

1 1
A > - = = .
x 5 x€(2,—|—oo>

Rjesenje nejednacine u ovoj slucaju

Ry= (2 400)n (2t 100 ) = (2.4

3 — 3 , TOO 9 , TOO | = 9 , TOO | .
Konaé¢no rjesenje nejednacine je skup
1

R = R1UR2UR3 = (—O0,0)U (5,"—00) .

Primjer 1.5.2 Rijesiti nejednacinu
2% 4+ 27 — 3| < 3z + 3.

Rjesenje. Znak funkcije koje su pod znakom apsolutne vrijednosti predstavimo tabelarno

T -0 -3 1 4

2 +2x—3 + 0 -0+

1. Za x € (—o0, —3] imamo niz ekvivalencija

|2° +2r 3| <3r+3 & (2°+27—3)<3v+3
& 24+1r-6<0.
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Rjesenje kvadratne nejednacine 22 +z—6 < 0 je x € (—3,2), pa je rjeSenje nejednacine u ovoj slucéaju
R1 = (—OO, —3] N (—3, 2) = @
2. Za x € (—3,1] imamo niz ekvivalencija

2°+22-3]<3r+3 & —(2®+22-3)<3r+3
& —2° —5x <0.

Rjesenje kvadratne nejednacine —a? — 5x < 0 < 0 je z € (—o0,—5) U (0 + 00), pa je rjesenje
nejednacine u ovoj slucaju

Ry = ((—OO, _5) U (O_'_a OO)) N (_37 1) = (07 1]
3. Za x € (1,4+00) imamo niz ekvivalencija

|2° +22 —3] <3r+3 & (2°+22r-3)<3r+3
s 2+ r-6<0.

Rjesenje kvadratne nejednacine 22+ —6 < 0 je x € (—3,2), pa je rjeSenje nejednacine u ovoj slucéaju
Rs = (1,400)N(=3,2) = (1,2).
Konaé¢no rjesenje nejednacine je skup
R=R URyUR;=(0,2).
Primjer 1.5.3 Rujesiti nejednacinu
|o? —4x| +3 > 2® + |z — 5|

Rjesenje. Znak funkcije koje su pod znakom apsolutne vrijednosti predstavimo tabelarno

r |—oo 0 4 5 40

x? —dx +0—-0+  +

T —5 - — =0+

1. Za x € (—o0,0] imamo niz ekvivalencija

Rjesenje nejednacine u ovoj slucaju

necmn (e (3]

2. Za x € (0,4] imamo niz ekvivalencija

|2° —4r|+322°+|r -5 & —(2*—4r)+3>2°— (v —5)
2

>
o =22+ 5x—2>0.
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1
Rjesenje kvadratne nejednacine —222 + 5x — 2 > 0 je skup z € {5, 2] pa je rjesenje nejednacine u

r= 04052 = 52]

2 2’

ovoj slucaju

3. Za x € (4, 5] imamo niz ekvivalencija

|2 —da| +3> 2+ |r -5 & (2*—42)+3>2°— (z—5)

& dr>22& <K —

coe(=2)

Rz = (4,5] N (—oo, _2] =.

Rjesenje nejednacine u ovoj slucaju

4. Za x € (5,+00) imamo niz ekvivalencija

|2> —dz|+3 > 2+ |z -5 & (2 —42)+3>2"+ (v —5)

Rjesenje nejednacine u ovoj slucaju

Konaé¢no rjesenje nejednacine je skup
2 1
R:R1UR2UR3UR4: —00, —— Ul=,2].

Primjer 1.5.4 Rijesiti nejednacinu

20 — 1
r+1
Rjesenje. Vrijedi niz ekvivalencija?
20 — 1 20 — 1
<2 & —-2< <2
x+1 ' h Sl
20 — 1 S A 20 — 1
r4+1 7 r4+1
o . . . —1 .. . . ..
Rijesimo racionalnu nejednacinu 17 —2. Uoc¢imo niz ekvivalencija
2x — 1 2¢ — 1 4o+ 3
x > e x 19> 0e T+ >
r+1 r+1 r+1

Vrijedi |z| < a & —a <z < a.
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Iz tabele
r |—oo —1 —% —+00
4r + 3 - =0+
r+1 -0+  +
4x+43
Y
zakljucujemo da je rjeSenje nejednacine
3
R1 = (—OO, —1) U —Z,‘l—OO .
o . . .. —1 . . . ..
Rijesimo racionalnu nejednacinu T < 2. Uoc¢imo niz ekvivalencija
oly o 2l hcne <0
r4+1 r+1 = 41"

&S r+1>00> -1 xe(—1,+00).

Dakle, rjesenje nejednacine < 2 je skup Ry = (—1,+00). RjeSenje pocetne nejednacine je

skup

3
R:leRQZ [—Z,+%).



