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Sazetak

Ova skripta je namijenjena studentima druge godine Odsjeka matematika na
Prirodno-matematickom fakultetu Univerziteta u Tuzli. Ona je grubi draft
priprema predavanja te sigurno sadrzi greske matematickog kao i gramatickog
tipa. Molim Vas da mi ukazete na njih. Svakako, dodatna literatura je puno
bitnija i opSirnija za ucenje i pripremu ispita. Preporucujem da se koriste
i drugi udzbenici u kojima se moze nac¢i sadrzaj obraden na ovom kursu,
te ukoliko smatrate da je tu bolje obradena neka oblast, da mi ukazete na
to. Izlaganje u ovoj skripti uglavnom prati sadrzaj u udzbeniku Osnovi
geometrije od M. Prvanovi¢ kao i predavanja profesora V. Petrovic¢a koja je
drzao na Odsjeku matematika Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta
u Tuzli prethodnih godina.
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Poglavlje 1

Aksiom paralelnosti

Uocimo pravu a i tacku A ¢ a. Tada postoji prava b takva da je

Aebranb=0. (1.1)

Egzistencija koplanarnih pravih ¢iji je presjek prazan skup je posljedica prve
tri grupe aksioma.

Mozemo sebi postaviti pitanje koliko pravih b zadovoljava uslov (1.1).
Odgovor na ovo pitanje ¢emo dobiti uvodenjem novog aksioma, tzv. aksioma
paralenosti koji glasi:

Vi (Playfairov postulat)': Za svaku pravu a i svaku tacku A ¢ a postoji
samo jedna prava koja sadrzi tacku A a ne sijece pravu a.

Ovaj aksiom predstavlja peti i zadnji aksiom Hilbertovog sistema aksioma.
Skup svih posljedica sistema (I)—(Vg) naziva se Euklidska geometrija. Ravan
¢ije tacke i prave zadovoljavaju sve aksiome Hilberovog sistema naziva se
euklidska ravan a prostor ¢ije tacke, prave i ravni zadovoljavaju sve zahtjeve
Hilbertovog sistema aksioma naziva se euklidski prostor.

Definicija 1.1

Neka su prave a i b koplanarne. Za pravu a kazemo da je paralelna pravoj
b, i pisemo al|b, ako je aNb =10 ili a = .

Teorema 1.2

LJohn Playfair (1748.-1819.), skotski matematicar



U skupu svih pravih jedne ravni, relacija “... je paralelna ...” je relacija
ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetricnost relacije slijedi direktno iz Definicije 1.1.
Dokazimo tranzitivnot relacije. Neka je af|c i b||c. Pretpostavimo suprotno,
tj. da nije a || b. Tada je aNb = {P}. Dalje zaklju¢ujemo da postoje
dvije prave koje su paralelne sa pravom c¢ a koje sadrze tacku P. To je u
suprotnosti sa aksiomom Vg. Dakle, a || b. Relacija je refleksivna, simeticna
i tranzitivna pa je to relacija ekvivalencije. O]

Lema 1.3

Ako prava sijece jednu od dvije paralelne prave tada sijece i drugu pravu.

Dokaz. Neka su prave a i b paralelne i neka prava p sijece pravu a u tacki P.
Pretpostavimo da prava p ne sijece pravu b, tj. da su prave p i b paralelne.
To bi znacilo da kroz tacku P prolaze dvije prave a i p koje su paralelne sa
pravom b, Sto je u suprotnosti sa aksiomom V. O

Lema 1.4

Ako je prava ortogonalna na jednu od dvije paralelne prave tada je orto-
gonalna i na drugu pravu.

Teorema 1.5

Neka su u prostoru date tri prave od kojih su svake dvije koplanarne.
Tada vrijedi:

(a) ako se dvije prave sijeku tada i tre¢a prava sadrzi tacku presjeka;

(b) ako su dvije prave paralelne tada je i trea prava paralelna sa svakom
od njih.

Dokaz. Oznacimo prave sa a, b, c. Neka su ravni «, 3, ravni takve da vrijedi
b,c€ a, a,c€ B, a,ber.

(a) Pretpostavimo da se sijeku prave a i b i neka je aNb = {P}. Tada je
tacka P sadrzana i u ravni v i u ravni §. Dakle, P € an g = {c}.



(b) Pretpostavimo da je al|b. Pretpostvimo suprotno, tj. da je aNe = {P}.
Budu¢i da se dvije prave sijeku u tacki P prema prethodno pokazanom
tu tacku sadrzi i treca prava b, Sto je protivrjecno sa cCinjenicom da je
a|lb. Dakle, a N ¢ = (. Slicno pokazujemo da je b N ¢ = 0.

O
Teorema 1.6
U skupu svih pravih u prostoru, relacija “... je paralelna ...” je relacija
ekvivalencije.
Dokaz. Na osnovu definicije relacije “. .. je paralelna ...” zaklju¢ujemo njenu

osobinu refleksivnosti i simetri¢nosti. Pokazimo tranzitvnost relacije. Uko-
liko su prave a, b, c koplanarne, tranzitivnost relacije pokazana je u dokazu
Teoreme 1.2. Ako prave a, b, ¢ nisu koplanarne tranzitivnost relacije pokazana
je u dokazu Teoreme 1.5 u stavu (b). O

Buduéi da smo pokazali da je u skupu svih pravih jedne ravni i skupu svih
pravih u prostoru relacija “... je paralelna ...” je relacija ekvivalencije, to
ona odreduje particiju na klase ekvivalencije. Svaka takva klasa se naziva
pravac 1 pravac odreden pravom p éemo oznacavati sa (p).

Definicija 1.7

Projekcija tacke A na ravan « u pravcu (p) je tacka presjeka ravni o i
onog dijela pravca (p) koji sadrzi tacku A.

U euklidskoj geometriji normale iste ravni su medusobno paralelne pa je
normalna projekcija specijalan slucaj paralelne projekcije.

U prethodnom izlaganju smo razmatrali paralelnost dvije prave u ravni i
prostoru. Dalje razmatramo paralelnost prave i ravni.

Definicija 1.8

Prava a je paralelna sa ravni «, i pisemo al|a, ako je paralelna sa svojom
ortogonalnom projekcijom na ravan c.

Posljedi¢no vrijedi da prava koja je paralelna sa ravni, paralelna je sa be-
skonacno mnogo pravih te iste ravni.

Takoder, ako P ¢ a tada postoji beskonaéno mnogo ravni koje sadrze
tacku P a koje su paralelne sa pravom a. Sve te ravni sadrze pravu koja je
paralelna sa pravom a.



Teorema 1.9

Ako jedna od dvije paralelne prave sijece neku ravan, tada tu ravan sijece
i druga prava.

Dokaz. Neka je a|lb. Tada postoji ravan « koja sadrzi obje prave a i b.
Neka je 8 proizvoljna ravan i neka je a N f = {A}. Pokazimo da i prava
b sijece pravu . Jasno je da postoji prava p koja je presjek ravni o i .
Pretpostavimo da prava b ne sije¢e ravan 5. Tada prava b ne sijece ni pravu
p. Dakle, u ravni a postoje dvije prave, a to su a i p koje sadrze tacku A a
paralelne su sa pravom b. To je protivrjecno sa V. O

Posljedi¢no ovom stavu vrijedi da ako je jedna od dvije paralelne prave nor-
malna na neku ravan, tada je i druga prava normalna na tu ravan.

Definicija 1.10

Ravan « je paralelna sa ravni (3, §to zapisujemo kao a3, ako je anNp =0
ili a = f.

Teorema 1.11

Za svaku ravan « i svaku tacku A ¢ « postoji jedna i samo jedna ravan
koja sadrzi tacku A a koja je paralelna sa ravni a.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje dvije ravni 31 i [ koje sadrze tacku A a
paralelne su sa ravni a. Tada postoji prava b takva da je 5, N By = {b}.
Neka je A" = w,(A) 1 neka je § proizvoljna ravan koja sadrzi pravu p(A’, A).
Tada je 6 L a. Neka je {a'} =dNa, {a1} =N G 1{a} =N p Tada
je a1 # ao i prava a’ je ortogonalna projekcija pravih a; i ap na ravan a. S
druge strane, kako je f;Na = (), tada je a;Na’ = ). Na isti nac¢in dokazujemo
da je ayNa’ = (. To znaci da u ravni ¢ postoje dvije prave a; i ay koje sadrze
tacku A a paralelne su sa a $to je u suprotnosti sa Vg. O

Direktna posljedica ove teoreme jeste ¢injenica da je u skupu svih ravni rela-
cija “... je paralelna ...” tranzitivna. Osobine refleksivnosti i simetri¢nosti
su sadrzane u Definiciji 1.10. Time je dokazana

Teorema 1.12




U skupu svih ravni relacija “... je paralelna ...” je relacija ekvivalencije.

Teoremom 1.11 je pokazana jednoznacnost ravni koja sadrzi datu tacku a
paralelna je sa datom ravni. Egzistenciju takve ravni tvrdi sljedeca

Teorema 1.13

Ako A ¢ « tada sve prave koje sadrze tacku A a paralelne su sa ravni o
su koplanarne. Ta ravan je paralelna sa ravni a.

Dokaz. Neka su a i b dvije prave koje sadrze tacku A a paralelne su sa ravni
a. Prave a i b odreduju neku ravan koju éemo oznaciti sa o’. Pretpostavimo
da postoji prava p takva da je a N/ = {p}. Buduéi da prava a ne sijece
ravan « onda ne sijece ni pravu p. isto to vrijedi i za pravu b. Dakle, u ravni
o’ postoje dvije prave a i b koje sadrze tacku A a koje su paralelne sa pravom
p §to je u suprotnosti sa Vg, pa je o/||a.

Oznacimo sa ¢ treéu pravu koja sadrzi tacku A a koja je paralelna sa
ravni «. Prema prethodno pokazanom, prave a i ¢ odreduju ravan o takvu
da je o||a. Ali na osnovu Teoreme 1.11 vrijei o/ = ", tojest ravan o’ sadrzi
prave a,b i c. O

Definicija 1.14

Za dvije prave kazemo da su mimoilazne ako nisu sadrzane u istoj ravni.
Ako su prave a i b mimoilazne prave, to ¢emo oznacavati sa a)(b.

Teorema 1.15

Za svake dvije mimoilazne prave a i b postoji jedinstveni par medusobno
paralelnih ravni o i 8, takav dajea € i b € B.

Dokaz. Prvo pokzaimo da takav par ravni postoji. Zaista, neko su a i b dvije
mimoilazne prave te O € a, S € b. Odaberimo pravu a; takvu da je a;lja
i S € ay i odaberimo pravu b; takvu da je b1]|[b 1 O € b;. Neka je o ravan
odredena sa pravima a i b; i neka je [ ravan odredena sa pravima b i ay.
Tada su ravni « i § paralelne ravni na osnovu Teoreme 1.13.



Pokazimo sada jedinstvenost tog para ravni. Pretpostavimo da postoje ravni
a; koja sadrzi pravu a i #; koja sadrzi pravu b takve da je aq|f1, a1 # «a i

p1 # B. Neka je anN f; = {s}.
(\
B W
A
4 a

Kako je alla 1 a||f1, tada je al|s. Dalje, kako je al|s i b||s, tada je a||b, sto je
nemoguce. O

Teorema 1.16

Za svaku od dvije mimoilazne prave postoji jedna i samo jedna zajednicka
normala.

Dokaz. Prvo pokazimo egzistenciju normale. Neka su a i b dvije mimoilazne
prave i neka je a ravan koja sadrzi pravu a i § ravan koja sadrzi pravu b i
neka je «f|8. Neka je prava o’ ortogonalna projekcija prave a na ravan f i



neka je ¢’ Nb = {B}. Posmatrajmo tacku A ¢ija je ortogonalna projekcija
na ravan  tacka B. Tada je AB L ai AB 1 b.

s

o
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Pokazimo sada jedinstvenost normale. Pretpostavimo da postoji jos jedna
zajednicka normala i oznac¢imo je sa I.J. Neka je I’ € o’ takva da je AB||I1'.
Tada je II' 1. (3 jer je AB L . Kako je IJ L b kao zajednic¢ka normala,
tada je I'J L b. Kakosua L IJid L II'tada je a L II'J. Dalje, kako je
d'l|a tada je i @’ L I1'J, odakle zaklju¢ujemo da je o’ L I'J.

I
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Dakle, iz ¢injenica da b L I'J i a L I'J, ako posmatramo trougao AI'JB
zakljucujemo da je <I’ = <J = 90°, §to je nemoguce. O]



1.1 Ekvivalenti aksioma paralelnosti

Osnovni ekvivalent aksioma paralelnosti Vg predstavlja peti Euklidov postu-
lat koji je najpoznatiji postulat euklidove geometrije i koji je uvijek privlacio
najvise paznje. On ustvari navodi ¢injenicu da postoji paralelizam u prirodi.
Peti Euklidov postulat glasi

Ako prave a 1 b presjecene pravom p obrazuju par unutrasnjih suprotnih
uglova c¢iji je zbir mangi od ravnog ugla, tada se prave a i b sijeku v tacka
presjeka je sa one strane prave p sa koje su navedeni uglovi.

o+ B < 180°

B 1

Prisjetimo se osobine iskazane sljede¢im teoremom a koja ¢e nam trebati u
dokazivanju ekvivalencija.

Teorema 1.17

Ako dvije prave pri presjeku sa tre¢om obrazuju podudarne naizmenicne
ili podudarne saglasne uglove, ili je zbir dva suprotna ugla jednak zbiru
dva prava ugla, tada su te dvije prave paralelne.

Teorema 1.18

Aksiom Vg je ekvivalentan sa petim Euklidovim postulatom.

Dokaz. (=) Neka vrijedi aksiom Vg. Neka su a i b dvije prave koje sijece
prava p u tackama P i P’ i neka prave a i b sa presjecnom pravom p obrazuju
par unutrasnjih suprotnih uglova ¢iji je zbir manji od ravnog ugla. Pretpos-
tavimo da je a Nb = (). Oznacimo sa b’ # b pravu koja sadrzi tacku P’ takva
da prave a i b’ sa pravom p obrazuju jednake saglasne uglove. Tada su na
osnovu Teoreme 1.17 prave a i b paralelne, tj. anN®’ = . Cinjenice aNb = 0,
anNb =0il #bsuu suprotnosti sa aksiomom V.

(<) Neka vrijedi peti Euklidov postulat. Posmatrajmo pravu a i tacku

A ¢ a. Neka je prava p prava koja sadrzi tacku A i koja je okomita na pravu



a i neka prava b prava koja sadrzi tacku A i koja je okomita na pravu p. Tada
na osnovu Teoreme 1.17 vrijedi a N'b = (). Posmatrajmo pravu a’ # b koja
sadrzi tacku A takvu da je unutrasnji ugao kojeg grade prava a' i prava p

jednak a < T Buduéi da je a+ g < 7 tada je na osnovu petog Euklidovog
aksioma a’ N b # ). Dakle vrijedi aksiom V. ]

Teorema 1.19

Aksioma Vg ekvivalentna je sa tvrdenjem: “Zbir unutrasnjih uglova sva-
kog trougla jednak je ravnom uglu”.

Dokaz. (=) Neka vrijede aksiome (I) — (I1]) i V. Posmatrajmo AABC.
Konstruisimo pravu s koja sadrzi tacku C' takvu da je <ACs = «. Tada je
na osnovu Teoreme 1.17 s N AB = (). Analogno, konstruisimo pravu ¢ koja
sadrzi tacku C takvu da je <BCt = 3, pa je i t N AB = (). Buduéi da vriejdi
Ve tadajes=tpajea+p+v=m.

(<) Neka vrijede aksiome (/) —(I1I) i ¢injenica da je zbir unutrasnjih uglova
svakog trougla jednak je ravnom uglu. Posmatrajmo pravu s i tacku A ¢ s.
Neka je By = ws(A) tj. prava l; = AB; 1 s. Posmatrajmo pravu ¢ koja
sadrzi tacku A a koja je okomita na pravu /;. Na osnovu Teoreme 1.17 prave
s it se ne sijeku. Dokazacemo da je t jedina prava koja sadrzi tacku A a koja
ne sijece pravu s. Neka je t' proizvoljna prava koja sadrzi tacku A takva da
je t' # t. Dokazimo da prava t’ sije¢e pravu s.

Od;rxberimo na pravoj s tacku By takvu da je BBy = AB;. Tada je

By = 1= % pa je <B AT = <yt = % pri cemu je ly prava koja sadrzi
tacke A i By (buduéi da je zbir unutrasnjih uglova svakog trougla jednak je

ravnom uglu). Na isti na¢in odaberimo na pravoj s tacku Bs takvu da je
BQB3 = ABQ Tadaje 53 = g = % pa je <IB?,AT = <[l3t = % pI‘l cemu je l3
prava koja sadrzi tacke A i Bs. Analagno biramo tacke By, Bs, ... B, takve

da je <B, AT = <t = 2%



B, B, B,

Postoji prirodan broj n (Na osnovu teoreme koja je posljedica aksioma ne-

prekidnosti, Geometrija I) takav da je 3, = ;—n < <T'AT. Dakle, prava t'
lezi u unutrasnjosti ugla <ByAB,, pa sijece pravu s.

’

¢

Teorema 1.20

Aksioma Vg ekvivalentna je sa tvrdenjem: “Oko svakog trougla moze da
se opise kruznica”.

Dokaz. (=) Neka vrijedi V. Posmatrajmo AABC u kojem su s, i s, sime-
trala stranica a i b redom. Pokazimo da se te dvije simetrale sijeku. Pret-
postavimo suprotno, tj. neka je s,||s,. Kako je BC' L s, tada je BC' L s.
Buduéi da je AC' L s, onda je AC' = BC §to je nemoguce.

(«<=) Neka vrijedi da se oko svakog trougla moze da se opise kruznica.
Posmatrajmo pravu s i tacku A ¢ s.

/' B

n

D

10



Konstruisimo pravu n koja sadrzi tacku A takva da je n L s. Konstruisimo
pravu t koja sadrzi tacku A takva da je t L n. Tada je na osnovu Te-
oreme 1.17 t N's = (). Neka je ¢’ proizvoljna prava razlicita od prave t koja
sadrzi tacku A. Pokazimo da je ¢’ N's # (). Konstruisimo pravu n’ koja sadrzi
tacku A takva da je n’ L t' i odaberimo tacke B, C € n' takve da je tacka A
srediste duzi BC'. Neka je D tacka koja je simetri¢na tacki C' u odnosu na
pravu s. Posmatrajmo ABCD. Prave s it su simetrale stranica CD i BC,
respektivno, pa na osnovu pretpstavke da se oko svakog trougla moze da se
opise kruznica vrijedi s Nt = {O} O

Lema 1.21

Ako je zbir uglova u jednom trouglu jednak m, tada je zbir uglova u
svakom trouglu jednak ..

Aksioma Vg ekvivalentna je sa tvrdenjem u Lemi 1.21.

Definicija 1.22

Uglovni defekt AABC, kojeg oznacavamo sa §(AABC), je
S(AABC) =7 — (a+ 5 +7)

pri ¢emu su «, 3, unutrasnji uglovi AABC.

Lema 1.23

defekt jednak 07.

Teorema 1.24

Aksioma Vg ekvivalentna je sa tvrdenjem: “Ako <taOb ostar, tada sve
normale povucene na krak a sijeku krak b”.

Dokaz. (=) Neka vrijedi Vg i posmatrajmo oStar ugao <aOb. Odaberimo
tacku A € a i konstruiSimo pravu n koja sadrzi tacku A takvu da je n L a.
Kako je <aOb+ <OAB = <aOb + 90° < 180°, onda se, na osnovu aksioma
Vg, prave n i b sijeku.

11



9, 4

(<) Da bi dokazali obrnutu implikaciju, koristit ¢emo Lemu 1.23. Pret-
postavimo da je uglovni defekt svakog trougla veéi od 0. Na kraku a oda-
berimo tacku Ay i konstruiSimo normalu ng na krak a u tacki Ag. Na os-
novu pretpostavke da sve normale povucene na krak a sijeku krak b, prava
no sijece krak b u tacki By. Neka je 6(AOAgBy) = dp > 0. Izaberimo
tacku A; € a takvu da je 0(AAgA1By) = d > 0 te u tacki A; kons-
truisSimo normalu n, na krak a koja ¢e opet sjec¢i krak b u tacki B;. Neka
je 5(AAlBQB1) =¢ > 0. Tada je (51 = (5(&014131) = 2(50 + 0 > 2(50 Nas-
tavljajuéi ovaj postupak dobi¢emo niz tacaka Ay, As, ..., A, 1 By, B, ..., B,
te niz trouglova AOA, B,, takvih da je 6, = 0(AOA,B,) > 2"§. Uvijek
mozemo odabrati n € N tako da vrijedi 9,, > 2"dy > 180°. S druge strane u
AOA, B, vrijedi da je 6, = 180° — (<O + <A,, + <B,,) odakle dobijamo da
je <0 + <A,, + <B,, = 180° — 4,, < 0 zbog ¢,, > 180°, $to je nemoguce.

VN B,,/ 5
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Poglavlje 2

Transformacije podudarnosti u
prostoru

Neka je P prostor.

Definicija 2.1

Bijektivno preslikavanje f : P — P se zove transformacija podudarnosti
u prostoru ako VA, B € P vrijedi

[f(A)f(B)] = [AB].
Sa I ¢emo oznacavati indeticko preslikavange, tj. preslikavanje za koje je
I(X)=X, (VX €P).

Neka su f, g : P — P dvije transformacije podudarnosti. Kompoziciju (pro-
izvod) preslikavanja f i g, u oznaci f - g, definisemo kao

(f - 9)(X) = f(9(X)), (VX € P).

Jasno je da za svako preslikavanje f vrijedi I - f = f-I = fkaoi f-f~ ! =
ff=1

Teorema 2.2

Skup svih transformacija podudarnosti u prostoru obrazuje grupu (neko-
mutativnu) u odnosu na kompoziciju.

13



Teorema 2.3

Svaka podudarnost u prostoru preslikava:

(a) kolinearne tacke na kolinearne tacke i pritom
A—B—-C=A—B —("

(b) nekolinearne tacke na nekolinearne tacke;
(¢) polupravu na polupravu;
(d) duz na podudarnu duz;

f) trougao na podudaran trougao;

g) poluravan na poluravan;

(
(h

)

)

)
(e) ugao na podudaran ugao;
(f)

)

)

poluprostor na poluprostor.

Teorema 2.4

Ako su A i B fiksne tacke podudarnosti u prostoru, tada su to sve tacke
prave AB.

Dokaz. Neka su A i B fiksne tacke podudarnosti u prostoru. Tada je f(A) =
A'=Aif(B) =B = B. Nekaje X € p(A, B) inekaje f(X) = X'. Tadana
osnovu Teoreme 2.3 pod (a) vrijedi X' € p(A’, B') = p(A, B). Posmatrajmo
sljedece slucajeve u odnosu na raspored tacaka X, A, B:

(i) Neka je X — A — B. Tada na osnovu Teoreme 2.3 pod (a) vrijedi
X' — A — B tj. X' — Ap. Daljek, na osnovu Teoreme 2.3 pod (d)
vrijedi [X'A] =2 [X A], iz ¢ega zaklju¢ujemmo da je X' = X.

(ii) Neka je A — X — B. Dokaz je isti kao u sluc¢aju (7).

(iii) Neka je A — Byx. Dokaz je isti kao u slucaju (7).
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Teorema 2.5

Ako su nekolinearne tacke A, B, C' fiksne tacke podudarnosti u prostoru,
tada su to sve tacke ravni r(ABC).

Dokaz. Neka su nekolinearne tacke A, B, C fiksne tacke podudarnosti u
prostoru. Tada je f(A) = A" = A, f(B) = B = Bi f(C) =C" = C.
Posmatrajmo AABC. Posmatrajmo proizvoljnu tacku X iz ravni ABC.
Razmatrajmo sljedece slucajeve:

(i) Akoz € p(B,C)Up(C, A)Up(A, B), tada na osnovu Teoreme 2.4 vrijedi
f(X)=X.

(ii) Neka je X € intAABC i neka je p(A, X) N [BC] = {Y}. Tada na
osnovu Teoreme 2.4 vrijedi f(Y) =Y, pajei f(X) = X.

C

Y
X

7 N

(iii) Neka je X € extAABC. Tada tacka X € o* U * U~*. Neka X € o
neka je [AX]Np(B,C) = {Y}. Tada na osnovu Teoreme 2.4 vrijedi

fY)=Y, pajei f(X)=X.
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Teorema 2.6

Ako je f podudarnost u prostoru koja ima cetiri nekoplanarne fiksne
tacke, tada je f = 1.

Dokaz. Posmatrajmo c¢etiri nekoplanarne tacke A, B, C'i D koje obrazuju
tetraedar ABC'D. Bududi da su tacke A, B, C'i D fiksne tacke preslikavanja
ftadaje f(A) = A, f(B) =B, f(C)=C1i f(D) = D. Razmatramo sljedece

slucajeve:

(i) Posmatrajmo tacku X koja lezi na omotacu tetraedra, tj. X € r(ABC)U
r(ABD)Ur(ACD)Ur(BCD). Tada je na osnovu Teoreme 2.5 f(X) =
X.

(ii) Posmatrajmo tacku X koja pripada unutrasnjosti tetraedra ABCD.
Posmatrajmo pravu p(A4, X) i neka je p(A, X)Nr(BCD) = {Y}. Tada
je na osnovu Teoreme 2.5 f(Y) = Y a onda je na osnovu Teorem 2.4

F(X) = X.

B

(iii) Posmatrajmo tacku X koja pripada oblasti van tetraedra ABCD, tj.
X e WruWgpUWasUW]S. Neka naprimjer X € Wj. Posmatrajmo
pravu p(A, X) i neka je p(A, X) Nr(BCD) = {Y}.Tada je na osnovu
Teoreme 2.5 f(Y) =Y a onda je na osnovu Teorem 2.4 f(X) = X.
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W, B

Dakle, f(X) =X, VX € Ppaje f = 1. ]

Teorema 2.7

Ako za podudarnosti u prostoru f i g vazi: f(A) = g(A), f(B) = g(B),
f(C) =g(C), f(D) = g(D), gdje su A, B, C'i D nekoplanarne tacke,
tada je f =g, tj. f(X)=9(X)zaVX € P.
Dokaz. Definisemo preslikavanje h = ¢! - f. Tada je
hA) = (g7 ))A) =g (f(A) =97 (9(A) = (97" - 9)(A) = I(A) = A.
Sliéno pokazujemo da je h(B) = B, h(C) = C'i h(D) = D. Tada, na osnovu
Teoreme 2.6, vrijedi h = I odakle je g~'- f = I odnosno f = g. O
2.1 Ravanska simetrija

Neka je P prostor i a ravan u prostoru.

Definicija 2.8

Ravanska simetrija je preslikavanje >, : P — P koje svakoj tacki X € P
pridruzuje tacku X’ € P na sljedeéi nacin:

(a) X ea= X' =X,

(b) X ¢ a onda posmatramo pravu p(X, X') L a takva da je p(X, X’)N
a={Xo} i tako da je [X Xo] = [XX'].
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Ako je X,(X) = X’ onda je X, (X') = X.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Definicije 2.8.

O

Za ravansku simetriju vrijedi 2, - ¥, = I, odnosno %, = X1

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Definicije 2.8.

O

Ravanska simetrija je podudarnost.

Dokaz. Razmatrati sljedece slucajeve

B B B B

AT ALN
NS

A=A' B=B' A\ 4

| A
BF

O
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Teorema 2.12

Tacka X je fiksna tacka ravanske simetrije 3, akko X € a.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Definicije 2.8. O

Teorema 2.13

Prava s je fiksna prava ravanske simetrije X, akko s Ca Vs L a.

Dokaz. (<) Neka je s C a Vs L a. Tada na osnovu Definicije 2.8 vrijedi
Ya(s) =s.

(=) Neka je ¥,(s) = s. Pretpostavimo s ¢ o A s L «. Bududi da
s ¢ « tada postoji tacka X € si X ¢ o takva da je ¥,(X) = X' # X. S
druge strane, kako je X,(s) = s onda X’ € s pa je s = p(X, X’) L a $to je
kontradiktorno sa pretpostavkom da s [ a. O

Teorema 2.14

Ravan f je fiksna ravan ravanske simetrije >, akko S C aV g L a.

Dokaz. (<) Neka je f=aV g L «. Tada
(i) ako je 8 =« onda je ¥, (8) = Xu(a) = a = ;

(ii) ako je 8 L «a, tada je N = {s}. Odaberimo tacku X € § i pravu
t(X)C Bit(X) L s Tadajet L aina osnovu Teoreme 2.13 vrijedi
Yo (t) = t. To dalje znaci da je Xn(X) = X' € ¢, tj. Yo (X) € [ za
svaku tacku X € . Dakle, ¥,(8) = S.
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(=) Neka je ¥, (8) = . Pretpostavimo 5 ¢ aAfS L a. Kako je 5 # «, tada
postoji tacka X € 1 X ¢ «a takva da je £,(X) = X' # X i p(X, X') L a.
S druge strane, kako je ¥,(8) = f tada X' € 8 pa je p(X, X') C 5. Odavdje
zaklju¢ujemo da je f | «a $to je kontradiktorno sa pretpostavkom 5 } «. [

Definicija 2.15

Ravan a je simetralna ravan duzi [AB] ako vrijedi:
(a) O € a tada je O srediste duzi [AB];
(b) a L p(A,B).

/
a
o -—0 o
A 0 B

Za svaku duz postoji jedna i samo jedna simetralna ravan.

Tacka X pripada simetralnoj ravni duzi [AB] akko je [XA] = [X B].

Ravan « je simetralna ravan duzi [AB] akko je ¥,(A) = B.

Svaka podudarnost u prostoru moze se predstaviti kao proizvod najvise
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cetiri ravanske simetrije.

Dokaz. Neka je f podudarnost u prostoru i neka su A, B, C', D nekoplanarne
tacke koje ¢ine tetraedar. Tada je

f(A) =4 f(B)=B, f(C)=C", f(D)=D" (2.1)
Neka je a simetralna ravan duzi [AA’]. Tada je

Sa(A) = A, $0(B) = By, S4(C) = C1, So(D) = D.

Neka je f simetralna ravan duzi [B;B’]. Tada je
Y(A") = A, Es(By) =B, L5(Cy) = Cy, X5(Dy) = Ds.
Neka je v simetralna ravan duzi [CoC’]. Tada je
5y (A) = A B,(B) = B, 5,(C2) = €, 54(Dy) = Ds.
Neka je § simetralna ravan duzi [D3D’]. Tada je
Ys(A) = A 3s(B") =B, 5(C") =", ¥5(D3) =D".
Dakle, vrijedi
(85 - Xy - Xg - Ba)(A) = A, (855, B 5a)(B) =B,
(555,55 5)(C) = C', (S5 %, 8- 5.)(D) = D,
pa na osnovu (2.1) i Teoreme 2.7 vrijedi f =35 -3, - X5 - X,. O

Transformacija koja je proizvod parnog broja ravanskih simetrija naziva se
podudarnost prve wvrste a transformacija koja je proizvod neparnog broja
ravanskih simetrija naziva se podudarnost druge vrste. Kako je podudarnost
u prostoru proizvod najvise cetiri ravanske simetrije, tada svaka podudarnost
prve vrste u prostoru se moze predstaviti kao proizvod dvije ili ¢etiri ravanske
simetrije dok se podudarnost druge vrste u prostoru moze predstaviti kao
jedna ili proizvod tri ravanske simetrije.
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Definicija 2.20

Pramen ravni je skup ravni koje ili sadrze istu pravu (eliptiéni pramen
ravni) ili su ortogonalne na istu pravu (hiperboli¢ni pramen ravni).

(L\/_\IB\/_.\IAI' M. — 8 GHBHYH

Neka su « i 5 paralelne ravni (iz hiperbolickog pramena ravni). Proizvod
dvije ravanske simetrije Xz - X, je transformacija podudarnosti u prostoru
koja se naziva translacija za vektor i koju oznacavamo sa T4. Vrijedi

T = 24B.

<

v

Neka su «v i § dvije ravni koje se sijeku (iz eliptickog pramena ravni) i neka
je an fp = {s}. Proizvod dvije ravanske simetrije X5 - £, je transformacija
podudarnosti u prostoru koja se naziva rotacija oko ose s i koju oznacavamo
sa P?#, pri ¢emu je ¢ ugao izmedu ravni o i f3.
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V%
V%

Specijalan slucaj je kada su ravni o i 8 ortogonalne. U tom sluc¢aju proizvod
dvije ravanske simetrije nazivamo osna simetrija u prostoru i oznacavamo je
sa PT.

T g

.<“‘<
A

9N

=)
e N

= 1

;

\

\

\\

by \

Neka su «a, 8 i~ tri ravni od kojih su svake dvije ortogonalne. Tada postoji
tacka koja je incidentna sa svakom od njih. Proizvod tri ravanske simetrije
Y, -2g- X je transformacija podudarnosti u prostoru koja se naziva centralna
simetrija u prostoru koju oznacavamo sa Y. Tacka O je centar simetrije i to
je jedina dvojna tacka preslikavanja Yp. Za proizvoljnu tacku X u prostoru,
tacka Y.o(X) = X’ je jednoznacno odredena i tacka O je sredina duzi X X'
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Centralnu simetriju Xp mozemo predstaviti kao proizvod tri ravanske sime-
trije u bilo kojem redoslijedu.
Mozemo posmatrati i neke proizvode navedenih transformacija.

Proizvod translacije i rotacije 1% - P¥, pri ¢emu je 7||s naziva se rotaciona
translacija.

I"\ ,-/_-F’Fﬁ '.':I
bS] IS

<4

Takoder vrijedi T% - P¥ = P? - T%.

Proizvod centralne simetrije i rotacije ¥ - P, pri cemu je O € s naziva
se rotactona simetrija.
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Takoder vrijedi Yo - PY = P? - Xo.

Proizvod ravanske simetrije i translacije X.,-T%, pri cemu je o||f iy L o,

naziva se klizna simetrija.

—
v

X

¥ 4 | x

v

1
e

’

Takoder vrijedi X, - Ty =T - X,

X;

a

Teorema 2.21

b o

Ako transformacija podudarnosti preslikava poluravan u tu istu polura-
van tada je ona ili identicko preslikavanje ili ravanska simetrija.
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Proizvod tri simetrije u odnosu na ravni iz istog pramena je ravanska
simetrija. Odgovarajuca ravan je iz istog pramena ravni.

Dokaz. O

Ako su ravni a, 317 is istog pramena P, tada postoje dvije ravni &', 6 €
P takve da je Xg - X, = Xy - Xy =32, - Xy,

Dokaz. Direktno slijedi iz Teoreme 2.22. O

Ako je f podudarnost II vrste u prostoru i S proizvoljna tacka, tada
postoje ravni o, 3,7 takve da je f =X, -Yg-X,15 € BNy.

Dokaz. Neka je f podudarnost II vrste. Tada je f = Xy ili f =X, g -y
Ako je f = X. Odaberimo a =o' 1 5 € §=+. Tada je

f=Sw=I-%,=%5-%3-5a=%,-5-%,

iSepfgnny.
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I
-~

.——"""f \

Ako je f = X, - ¥z - Xy, tada odaberimo ravan 7' e P(,B)i8S €~".
Tada, na osnovu Teoreme 2.23 postoji ravan 8 € P(y/,3',~") takva da je
Yoy Xg =X » - Ygr, pa je prema tome

f - E’YN . Zﬁ// . Ea/. (22)

Odaberimo sada ravan 3 € P(o/, 3") 1 S € 3. Tada, na osnovu Teoreme 2.23
postoji ravan a € P(a’, 8", B) takva da je

S+ Do = S+ T (2.3)
B | y=y"]B 5
Is

Neka je 4 = 5. Na osnovu (2.2) i (2.3), dobijamo f = %, - %5 %, i
Sepnny. ]
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Teorema 2.25

Ako je f podudarnost II vrste u prostoru i S proizvoljna tacka, tada
postoje ravan « i prava t, takve da je f =3, -%;1 5 € a.

Dokaz. Buduéi da je f podudarnost II vrste, tada na osnovu Teoreme 2.24
vrijedi f = X./- Y5 - Y0 i S € B/ Ny = 1. Konstruisimo ravan 8° L o/ takvu
da je I ¢ 8. Tada, na osnovu Teoreme 2.23 postoji ravan ”y”(l) takva da je
Z’Y/ . Eﬁ/ = E’YN . 2/3”’ pa je

f == E’YN . Zﬁ” . Za/. (24)
Neka je 8" Na/ =t. Kako je 8" L o/, tada je
Sy Sor = 5. (2.5)

Na osnovu (2.4) i (2.5) dobijamo f =%, -%;15 € a. O

Teorema 2.26

Ako je f podudarnost I vrste u prostoru i S proizvoljna tacka, tada
postoje prave a i b takve da je f =3, ->,1.9 €b.

Dokaz. Buduéi da je f podudarnost I vrste, tada je g = Xg - f podudarnost
druge vrste. Tada na osnovu Teoreme 2.25 postoje ravan « i prava t takve
da vrijedi g = Xg - f = X, - 2 pri cemu S € a. Dakle,

f=05 S0 S =5, 555050 -5 =5, 555 =5, - 5,

pri ¢emu je b= g N~.
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¥
/' S
a
Ako odaberemo da je a = t, dobijamo f =%, 3,15 € b. m

Teorema 2.27

Ako je f podudarnost II vrste u prostoru, tada je f jedna od sljede¢ih
transformacija:

a) ravanska simetrija,

(
(b

)

) klizna simetrija u prostoru,
(c) centralna simetrija,

)

(d) rotaciona simetrija.

Dokaz. Buduéi da je f podudarnost II vrste, tada na osnovu Teoreme 2.25
postoje ravan « i prava t takve da vrijedi f = X, - ¥;. Posmatrajmo sljedece
slucajeve:

(a) Ako jet C «, tada konstruisemo ravan 3(t) L «a paje ¥; = 3, -X5. Sada
je
=20 =202 X5 =Yg,

pa je f ravanska simetrija.
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(b) Ako je t|lait ¢ «a, tada konstruisemo ravni 5(¢)||a i v(t) L « pa je
=20 8 =2%4-23-2, =Ty - X,,
pa je f klizna simetrija u prostoru.

i

A A
AV 4

(c) Ako jet L aitna = {S}, tada konstruisimo dvije ravni 5(t) i y(t)
takve da je B(t) L ~(t). Tada je

=20 =%, 252, =g,
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pa je f centralna simetrija.

(d) Ako jet L aitna = {5}, tada konstruisimo dvije ravni 5(t) i v(t)
takve da je f(t) L ai~(t) L 5. Neka je yNa = s(5) i neka je ravan
d(s) Lypavrijedi p Ly, vy Ldid LS. Tadaje

f:Ea.Et:Ea.EB.Z,Y:(Za.zé).(zé.zﬂ.zv):Psﬂ".z&

pa je f rotaciona simetrija.

Teorema 2.28

Ako je f podudarnost I vrste u prostoru, tada je f jedna od sljede¢ih
transformacija:

(a) identicko preslikavanje,

(b) translacija,
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(c) rotacija (osna simetrija),
(d) rotaciona translacija.

Dokaz. Kako je f podudarnost I vrste u prostoru, tada na osnovu Teoreme 2.26
postoje dvije prave a i b takve da je f = X, - X,. Posmatrajmo sljedece

slucajeve:
(a) Ako je a = b. Konstruisimo dvije ravni a(a) i 5(b) takve da je o L p.
Zbog toga je X, = Xy = g - L = X - Mg, Da je

f=5 5 =% 5a e -Ss =555 =1,

A

pa je f identicko preslikavanje.

b) Ako je a||b i a # b, tada konstruisimo ravan 7 koja sadrzi obje prave a i
7 KOJ J
b, te konstruisimo ravni a(a) L v i f(b) L . Tada je

F=% Se=%5-5,-5, -8y = 555, = T,

Vv

A A
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pa je f translacija u prostoru.

(c) Ako je anb={0}1i <aOb = ¢, tada konstruisemo ravan vy koja sadrzi
obje prave a i b, te konstruisimo ravni a(a) L v i (b) L 7. Neka je
anp=c. Tada je

f=% S =55-5,-5, -5, =55, = P2,

pa je f rotacija oko ose c.

Specijalan slucaj je kada su prave a i b okomite, tj. ¢ = 90°. Tada
konstruisemo ravan v koja sadrzi obje prave a i b, te konstruisimo ravni
ala) L ~1ip(b) L takve da je a L B. Tada je

f:Zb.Ea:Z/B.Z’Y'E’Y'Ea:Eﬁ'zazpclsoo:Eca

pa je f osna simetrija u prostoru.

(d) Ako su prave a i b mimoilazne tada postoje ravni a(a) i B(b) takve da
je a|8. Konstruisimo ravan y(a) L «. Tada je v(a) L 8. Konstruisimo
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ravan §(b) L 5 i neka je y N d = s i ozna¢imo <yd = ¢. Odavdje
zakljucujemo da je s L i s L . Tada je

f=58,=5s 255, 8a=%;-5,-55 84 = P - Tz,

. ¥

pa je f rotaciona simetrija.

Na osnovu svega ranije izlozenog mozemo zakljuciti sljedece.

Teorema 2.29

Transformacija podudarnosti u prostoru je jedna od ovih transformacija:
(a) identi¢na transformacija;

(b

simetrija u odnosu na ravan;

c¢) rotacija (u specijalnom slucaju osna simetrija);

e) centralna simetrija;

(
(f

rotaciona translacija;

klizna simetrija;

)
)
(c)
(d) translacija;
)
)
g)
)

(
(h

rotaciona simetrija.
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Poglavlje 3

Slicnost

3.1 Proporcionalnost duzi

Posmatrajmo dvije medusobno okomite prave x i y koje se sijeku u tacki O
i tacke A, A; € x te B, By € y. Oznacimo sa OA = a, OA; = a1, OB =b1i
OBl == bl-

Definicija 3.1

Kazemo da je uredeni par (a,a;) proporcionalan paru (b, b;) i to zapisu-
jemo kao a : a; = b: by ako je AB||A;B;.

Bl
B

\ x
0 4 A

Teorema 3.2

Ako je a :a; = b: by, tada je:
(a) b:by =a:ag;
(b) ay:a=10by:0b;
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(c) by :b=a : a.
Dokaz. (a) Kakojea:a; =b: by tada je AB||A1B; paje BA||B1A; odnosno
b:by=a:a.

(b) Kako je a : a; = b : b tada je AB||A;1B; pa je A;Bi||AB odnosno
ap:a=>by:b.

(c) Kako je a : a; = b : by tada je AB||A1B; pa je BiA;||BA odnosno
by :b=a;: a.

]

Teorema 3.3

Akojea:a; =b:byiay:as =0by: by, tada jea:ay ="0: bs.

Dokaz. Kako je a : a; = b: by tada je AB||A1B; i kako je a1 : ag = by : by
tada je A;Bj||AyBy. Bududi da je relacija “je paralelna” tranzitivna, tada je
AB||AyBs, odnosno a : ag = b : by.

},‘
B,,
1
B
\ - )
0 4 A4 4,

Teorema 3.4

Akojea=0bia; =by, tadajea:a; =0b:by.

Dokaz. Kako su a =01 a; = by, tada su AOAB i AOA,B; jednakokraki.
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B,
B

K x
0 4 A4,

Zbog toga je <OAB = <0OA;B; = 45° pa na osnovu Teoreme 1.17 vrijedi
ABHAlBl Dakle, a:ap = b: bl. ]

Teorema 3.5

Akojea:a; =b:by, tadajei (a+ay):a; = (b+b): by.

Dokaz. Posmatrajmo sliku i neka je OA = a, OA; = a1, OB =b1 0By = b;.
Buduéi da je a : a; = b : by, tada je AB||A;B;.

J,‘

B2|

. \
B 4 c
B
\
A

o

4, a4

Na pravoj x odaberimo tacku A, takvu da je A1 A = a i konstruiSimo pravu
koja sadrzi tacku A, a koja je paralelna sa A;B;. Neka je presjek te prave
i prave y tacka Bs pa je tada A;B;||AsB,. Konstruisimo pravu koja sadrzi
tacku By a koja je paralelna sa pravom x. Presjek te prave sa Ay By ozna¢imo
sa C' tj. B1C||x. Tada je 0A;AyB; By je paralelogram pa je B1C = a. Zbog
toga je AB1CBy = AOAB paje BBy = OB = b. Kako je A B;||A2B; tada
je (a+ay):a; = (b+by):0by. O
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Teorema 3.6

Akojea:a; =b:byia:a, =0b: by, tada je by = bs.

Dokaz. Posmatrajmo sliku i neka je OA = a, OA; = a,, OB =b, OB; = by
i OBy = bs.

B,
B

\_ — x
o A A,

Kakojea:a; =b:byia:a; =b:by, tada je A;B;||AB i A1 Bs||AB. Tada
je A1B1 = A1B5 na osnovu Vg jer kroz tacku A; prolazi samo jedna prava
koja je paralelna sa AB, odakle je By = By tj. by = bs. [

Teorema 3.7: (Pascalova teorema)

Posmatrajmo pravi ugao <xQOy. Neka su A, A, A tacke kraka x i
B, By, By tacke kraka y, takve da je ABp||A1B i ABy||A2B. tada je
A1B2||A2B1.

Dokaz. Posmatrajmo sliku sa navedenim elementima.
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Konstruisimo pravu AC takvu da je
AC 1L A1 Bs. (3.1)

Kako je AC' 1. A1 B>, 1 OA 1 CUB, tada je tacka A; ortocentar ACAB,. Kako
je ABs||A2B tada je CA; L AyB. Kako je CA; 1L AyB i OAy; 1 BC tada
je tacka A; ortocentar ACAyB pa je BA; 1 C'As. Buduéi da je AB||A1B
tada je BiA L CAs. Zbog toga je tacka A ortocentar AC A, By odakle je

AC 1 A,B. (3.2)

Na osnovu (3.1) i (3.2) vrijedi A;Bs||AyB;. O

Teorema 3.8

Akojea:a; =0b:by,tadajea:b=a;: b

Dokaz. Posmatrajmo sliku i neka je OA = a, OA; = a1, OB =b1 0By = b;.

Y, B, {
1 By
Y B
— X
@ A4, A 4,
X, X
Tada je
AB||A,By. (3.3)

Na pravoj x odaberimo tacku As takvu da je OAs = OB = b i na pravoj
y odaberimo tacku B takvu da je OBy = OA; = a,. Tada je, na osnovu
Teoreme 3.4,

Preimenujmo tacke na sljedec¢i nacin

A(-)Xl, Al(—>X7 AQHXQ,
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BHY, 31HYI; BQ<—>1/2

Sada, iz (3.3) imamo XY7||X1Y a iz (3.4) imamo XY5||X,Y, pa na osnovu
Teorme 3.7, vrijedi X;Y3||XoY7, tj. ABs||A2B;. Dakle, a :b=a;g : by. O

Oznac¢imo sa m(a) mjerni broj duzine duzi a.

Teorema 3.9

Vrijedi a : a; = b: by < m(a) : m(ay) = m(b) : m(by).

Teorema 3.10

Neka su a, b i s koplanarne prave takve da prava s sijece prave a i b.
Neka su Ay, As, Asi Ay tacke prave a. Ako su By, By, B3 i B4 projekcije
tacaka Ay, Ay, A3 i1 A4 na pravu b u pravcu s, tada je

m(AlAQ) . m(A3A4) = m(BlBg) . m(BgB4)

A1A2 : A3A4 == BlBQ : BgB4.

Teorema 3.11: (Talesova teorema)

Neka su A, Ay, Az i A, tacke prave a i neka su By, By, B3 i By tacke
prave b takve da je Ay By | Ay Bs||AsBs||A4By. Tada je

A1A2 . A3A4 = BlBQ . BgB4.

a
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Teorema 3.12: (Teorema obrnuta Talesovoj teoremi)

Neka su A, Ay, A3 i A, tacke prave a i neka su By, By, B3 i By tacke
prave b takve da je AyBy||AsBs|AsBs i A1As : A3Ay = B1By : B3By.
Tada je AyB,||AsDBs.

a
A,
4 4\.‘/
84 82 B4 b

Teorema 3.13

Neka su A; i Ay tacke prave a i neka su By i By tacke prave b takve da
je A1B1||AsBy. Ako se prave a i b sijeku u tacki O, tada je

OAl . OAQ == OB1 . OBQ == AlBl . AQBQ. (35)

Dokaz. Posmatrajmo sliku.

Buduéi da je A;Bj||AyBs, primjenom Talesove teoreme dobijamo
OAl : OA2 - OBl : OBQ (36)

Konstruisimo pravu a' koja sadrzi tacku B; a koja je paralelna sa pravom a
i sa P oznacimo tacku presjeka sa AsBy. Tada je ¢etverougao A; A, PBy je
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paralelogram pa je A1B; = A;P. Primjenom Talesove teoreme pri ¢emu je
CL”CLI dobijamo BQO . BgBl = BQP . B2A2 odnosno OBQ . BlBQ = BQAQ :
By P. Dalje je

OB2 . (0B2 - OBl) = A2B2 . (AQBQ - AQP) = A2B2 . (A2B2 — A1B1>
pa na osnovu osobina proporcija dobijamo

OBQ . OBl = A2B2 . AlBl. (37)

Iz (3.6) i (3.7) dobijamo (3.5). O

3.2 Sli¢énost trouglova

Definicija 3.14

Za trouglove AABC' i AA'B'C" kazemo da su sli¢éni, i piSemo AABC ~
ANA'B'C’, akko vriejdi AB: A’B' = AC : A/C" = BC : B'C".

Teorema 3.15

NABC ~ NA'B'C" akko:
(a) AB: A'B'=AC : A'C', <A =<A;
(b) <A=<A, «B=<B, «<C=<xC".

Dokaz. (a) (<) Neka je AABC ~ AA'B'C’'. Tada je AB : A'B’ = AC :
A'C" = BC : B'C’'. Odaberimo na stranici AB tacku B; takvu da je
AB; = A'B’ i konstruisimo B;Cy takvu da je B;Ci||BC. tada je na
onsovu Talesove teoreme AB : AB; = AC : AC, = BC' : B;C, tj. AB:
A'B" = AC : ACy = BC : B;C;. S druge strane, kako je AB : A’B’ =
AC : AC'" = BC : B'C’ onda je AC, = A'C', B;C; = B'C'". Dakle,
AB, = A'B', AC, = A'C’', B,C, = B'C' pa je AAB,C; =2 NA'B'C’ na
osnovu pravila SSS. Dalje je <A = <B1AC) = <B'A'C' = <A’ §to je i
trebalo dokazati.
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(=) Neka je AB : A'B" = AC : AC", <A = <A’. Odaberimo tacke
B1 € AB i (Cy € AC tako da je ABy = A'B', AC; = A'C’. Na osnovu
pravila SUS vrijdi AAB;C; ~ AA'B'C’ i jo$ na osnovu teorme obrnute
Talesovoj teoremi je BC||BiC,. Dalje je AB : AB; = AC : AC, =
BC : BiCy paje AB : AB' = AC : A'C' = BC : B'C’ sto znadi da je
ANABC ~ NA'B'C'.

(b) Sami.

3.3 Transformacije slicnosti u ravni
Neka je o ravan.

Definicija 3.16

Bijektivno preslikavanje w : a — « se zove transformacija slicnosti u
ravni ako za sve tacke A, B € « za koje je w(A) = A" 1 w(B) = B’ vrijedi
A'B’': AB = )\ = const, pri ¢cemu se A € R zove koeficijent sli¢nosti.

Teorema 3.17

Ako je w transformacija sli¢nosti sa koeficijentom \, tada je w™! tran-
sformacija sli¢nosti sa koeficijentom AL,
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Ako su w 1 wy transformacije slicnosti sa koeficijentima A\; i Ao, tada su
w1 - Wwe 1wy - wy transformacije sliénosti sa koeficijentom A; - A\o. U opStem
slucaju je wy - wy # wo - wy.

Sve sli¢nosti u ravni obrazuju grupu (nekomutativnu) s obzirom na kom-
poziciju.

Ako je w transformacija slicnosti sa koeficijenom A = 1 tada je w tran-
sformacija podudarnosti.

Ako transformacija slicnosti w ima dvije fiksne tacke, tada je w transfor-
macija podudarnosti.

Dokaz. Neka je w(A) = Aiw(B) = B. Tadaje A = A'B' : AB = AB :
AB =1 pa na osnovu Teoreme 3.20 transfomracija w podudarnost.

O

Ako je w slicnost sa koeficijentom A\, tada w preslikava:

(a) pravu na pravu (i ¢cuva kolinearnost tacaka tj. A — B —C = A’ —
B — Cl);

(b) polupravu na polupravu;

(¢) duz na duz i pri tome je A’'B' = \- AB;

)

)
(d) ugao na podudaran ugao;
(e) trougao na slican trougao;
)

(f) poluravan na poluravan;
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(g) kruznicu na kruznicu (pri tome je ' = X - r).

3.3.1 Homotetija

Neka je O neka fiksna tacka prostora i k # 0 zadani realni broj.

Definicija 3.23

Transformacija koja tacki X prostora pridruzuje tacku X’ takvu da je
>
OX' =k-OX (3.8)
naziva se homotetija.

Tacka O se naziva centar homotetije a broj k koeficijent homotetije. Homo-
tetiju ¢emo uznacavati sa hi,.

Ako je O € «a transformacija koja tacki X € « pridruzuje tacku X’ € «
tako da je zadovoljen uslov (3.8) naziva se homotetija u ravni.

Tacka X' = h¥(X) je uslovom (3.8) jednoznaéno odredena. Ako je k > 0
tacke X 1 X’ se nalaze sa iste strane tacke O. Ako je k < 0 tacke X i X' se
nalaze sa razlic¢itih strana tacke O.

Homotetija je bijektivno preslikavanje prosotra na samog sebe. Ako je
k # 1, centar homotetije je jedina fiksna tacka tog preslikavanja.

Teorema 3.24

Homotetija ima sljedec¢e osobine:
(a) ho = i;
(b) ho! = o (u ravni);

(¢) hy' =3 (u prostoru);

(d) (hb)™" = hi,

Teorema 3.25

Homotetija je sli¢nost.

*(B) = B
i b(B)

Dokaz. Posmatrajmo homotetiju h¥ i neka je hf
S =
Tada je, na osnovu (3.8), OA'=k-OAi OB =k

(A) =A"ih
.OB.
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B
o s

A o

Odavdje je
OA":OA=0B":0B = |k
a onda je
OA":OA=0B":0B=AB": AB = |k|

sto implicira AABC ~ ANA'B'C". O

Teorema 3.26

Homotetija preslikava pravu na paralelnu pravu.

Dokaz. Posmatrajmo homotetiju hf, i pravu s. Posmatrajmo sljedece slucajeve:

(a) Neka O € s. Tada je hiy(s) = s pa je s||s.

(b) Neka O ¢ s. Odaberimo dvije tacke A, X € s. Tada je hE(A) = A" i
— —
hE(X) = X' i viijedi OA' = k- OA i OX' = k- OX. Tacke A’ i X'
odreduju novu pravu s’ takvu da je §||s.
Neka je sada Y € s proizvoljna tacka i neka je h% (Y) = Y’. Ako sada, kao
maloprije, posmatramo tacke A,Y € s, tada ¢e tacke A" i Y’ odredivati

neku pravu s” takvu da je s”||s. kako je &', s"||s i A" € §',s", tada na
osnovu Vg vrijedi s’ = s.
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Teorema 3.27

Homotetija preslikava ravan na paralelnu ravan. Ravan koja sadrzi centar
homotetije preslikava se na samu sebe.

Dokaz. Posmatrajmo homotetiju k¥, i ravan a. Ako je O € «, tada je na
osnovu definicije hf (o) = a.

Neka O ¢ «. Uocimo dvije prave a,b € « takve da je anb = {P}. Neka
je hiy(a) = d’ i h(b) = b'. Tada, na osnovu Teoreme 3.26, vrijedi a'||a i 0'[[b.

Kako homotetija odrzava kolinearnost tacaka to je P’ = hfy(P) te P' € d/,
PetiP =dnv.

Prave @’ i b’ odreduju ravan o/ i o/||a. Dokazat é¢emo da sa svaku tacku
C € a vrijedi C' = h5(C) € o/. Neka je A € a. Tada postoji tacka
{B} = p(A,C)Nbte A = h(A) € d i B = h(B) € V. To znaci da
p(A’,B') € /. S druge strane, h(p(A, B)) = p(A’, B') te kako C € p(A, B)
to je hip(C) = C" € p(A’, B'), tj. C" € . Dakle, hf(a) =o' i o/||a. O

Teorema 3.28: (Teorema Menelaja)

Dati su AABC' i tacke X,Y,Z redom na pravima BC, CA i AB pri
¢emu nijedna nije tjeme trougla. Tacke XY, Z su kolinearne akko

AZ BX CY

7B XC YA

(3.9)
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Dokaz. (=)

AZ BX CY
Neka su tacke X, Y, Z kolinearne. Dokazimo prvoda je — - ——-—— = 1.

ZB XC YA
Konstruisimo pravu AX'|| XY Z.

B

AZ BX CY X'X BX (CX
ZB XC YA XB XC XX'
Buduéi da su vektori AZ i ZB suprotni, dobijamo (3.9).
(<) Neka vrijedi (3.9) i pretpostavimo da tacke X, Y, Z nisu kolinearne.
Dokazimo prvo da prava XY sijece pravu AB. U tu svrhu, pretpostavimo
da je XY||AB. Tada je, prema Talesovoj teoremi,

BX OV _BX CX BX XC |
X YA XC XB XC BX

Tada je, prema Talesovoj teoremi,

Dalje, iz (3.9), dobijamo % = —1 paje A7 — 7B tj. A7 + 7B — 0 pa

je 1@ = 0 Sto znaci da se tacke A i B poklapaju, $to je nemoguce. Dakle,
prava XY sijece pravu AB.
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B

Neka je XY N AB = {Z'} pri ¢cemu je Z' # Z. Buduéi da vrijedi (3.9),

tada je
(3.10)
Iz (3.9) i (3.10) dobijamo R
A7 A7
7B 7B
odakle je TN
A7+ 7B AL+ 7B
7B ZB
odnosno
AL AB
: —

Sto znaci da se tacke Z i Z’ poklapaju, $to je nemoguée. Dakle, doista su
m

tacke X, Y, Z kolinearne

Teorema 3.29

Proizvod dvije homotetije je homotetija ili translacija.
Dokaz. Radi kraceg zapisa, oznacimo h; = h’gl ihy = hgé i posmatrajmo

sljedece slucajeve:
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(a) Neka je O; = O, = O. Ako je ki - ks = 1 tada je hy - hy = h™ =
h, =i = 1=, $to je translacija. Ako je ky - kg # 1 tada je hy - hy = h’g"@
homotetija.

(b) Neka je Oy # Os.

(i) Neka je ky-ko = 1inekaje ho-hy(X) = X'. Ako je hi(X) = X; tada
je 01X1 = kl . 0152 i ako je hQ(Xl) = X’ tada je OQX, = /{32 : 02X1.

0, 0,

\

X% — X
L
X

Primijetimo da je na slici raspored tacaka O; — X — X; jer smo
odabrali da je &y > 1, ali je tada ks < 1 pa je raspored tacaka
X1 — X' — Oy. Tada je
N . y  — ] —s  — —
XX/ - X01 + 0102 + OQX/ - _k‘_Ole —f‘ 0102 - k?QXlOQ
1

l — — 1= — 1 —— ——
= _k_Ole + 0,04 — k:_X102 = 0,04 — k_(Ole + X10,)
1 1

1
ky—1

1

= 0102 - %(0102> = 0102 = 7 = const
1

jer su O1 i O dvije fiksne tacke, pa je vektor O105 = o konstantan.
Dakle h2 . hl =T%-
(ii) Neka je k1 - ky # 11 neka je hy - hi(X) = X’. Ako je hi(X) = X,
——» A
tada je O1 X, = ky - 0, X i ako je ho(X1) = X' tada je O X' =
ky - O2X:. Buduéi da je ky - ko # 1, tada XX’ }f O10,. Neka je
XX'N0O10, ={0}.
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Pokazimo da je tacka O fiksna tacka. Posmatrajmo A0 X;0, i
pravu X X'O. Tada je na osnovu Menelajeve teoreme

AN \/ AN
OlXj KX 020, -1 (3.11)
XX1 X'0, 00

Dalje je

OX  OX 1 1

= = — -
XX1 XOI + 01X1 )0(701 _|_ Ti%llX1 k:l — 1

X1 X' Xi0o+ 0:X" X105 LOX 1k
X’Oé X/O; X’OQ X102 ko
Uvrstavanjem u (3.11), dobijamo

11—k 00 _

k’1 —1 ‘ k’g 001

0,0  kiky — ky

00; ko —1

—1

odakle je

Dalje je

0:0 _0:01+0,0 0,0, | _kiky—ks

00, 00, 00, = k-1

odakle je

ko —1 —
013 = 2—0102 = const.
1 — kiko

Dakle, tacka O je fiksna tacka prelikavanja.
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Pokazimo sada da je OX' = klkngz. Posmatrajmo AX X; X’ i
pravu O;0,0. Tada je

\

X01 X0, X'O

: 2. 20— 1 (3.12)
01X, 0,X" 0X
. XOy 1 . Xq0, 1 . .
Kako je — = —— 1 ——= = ——, tada iz (3.12) dobijamo
Ox1 RooOox ke

X0

5 = —kiky pajeO_y(":klkgO_Xz.

O,

o —
Dakle h’gg -hkol1 = h’g"”, ky-ko # 1 pri cemu je OO, = 13;220102.

0, 0, 0
[ ————. e o ]

Posljedica 3.30. Proizvod homotettije i translacije je homotetija.

Dokaz. Vrijedi

k k
hy -9 =ho - op - 04,

pri cemu je v = 2/@. Dalje je

hE -7y =hE -op-oa=hE - hgt-ht

jerje ox = h;‘l. Na osnovu Teoreme 3.29 sada vrijedi

hg-Tﬁzhg-UB-O'A:h(_)k~h21,

pri ¢emu su tacke O, B, C kolinearne, te ponovo na osnovu Teoreme 3.29

k k k
héy 93 =ho -op-0a4 = hp,

pri ¢emu su tacke C, A, D kolinearne. O
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3.3.2 Klasifikacija sli¢nosti u ravni

Teorema 3.31

Ako za slicnosti w i w; vrijedi w(A) = wi(A), w(B) = wi(B) 1 w(C) =
w1 (C), pri ¢emu su A, B, C tri nekolinearne tacke, tada je w = wy, od-
nosno w(X) = wy(X) za svaku tacku X.

Dokaz. 1z w(A) = wi(A), w(B) = wi(B)iw(C) = w (C), dobijamo w; 'w(A) =

A, wi'w(B) = B iw;'w(C) = C pa na osnovu Teoreme 3.21 vrijedi da je
w; 'w podudarnost. Dakle, w; 'w = i, odakle zaklju¢ujemo da je w; ' = w. [

Teorema 3.32

Svaka slicnost moze da se predstavi kao proizvod jedne homotetije i jedne
podudarnosti, odnosno jedne podudarnosti i jedne homotetije.

Dokaz. Neka je w slicnost sa koeficijentom A i neka je w(A) = A’ w(B) = B’
i w(C) = C". Posmatrajmo homotetiju h), takva da je h,(A) = Ay, hp(B) =
By i h)(C) = C). Tada je na osnovu pravila SSS AA;B,C; = ANA'B'C'.
Prema tome postoji podudarnost f takva da je f(A;) = A’, f(B,) = B’ i
f(By) =DB.

Cf

Odavdje dobijamo f-h}(A) = A', f-h)(B) = B'i f-h)(B) = B'. Posto je
transformacija slicnosti koja preslikava AABC' u slican trougao jjedinstven,
tada je w = f - h).
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Na isti na¢in dokazujemo da je w = h - f. [

Definicija 3.33

Transformacija slicnosti koja je proizvod homotetije i podudarnosti prve
vrste naziva se transformacija slicnosti prve vrste.

Definicija 3.34

Transformacija slicnosti koja je proizvod homotetije i podudarnosti druge
vrste naziva se transformacija slicnosti druge vrste.

Definicija 3.35

Transformacija slicnosti ¢iji je koeficijent sli¢nosti A # 1 naziva se netri-
vijalna sli¢nost.

Teorema 3.36

Za svaka dva para tacaka A, B 1 A’, B’ za koje vrijedi da nije AB = A'B’
postoje tacno dvije slicnosti w i w; takve da je w(A) = wi(A) = A" i
w(B) = wi1(B) = B'. Jedna je slicnost prve vrste a druga je sli¢nost
druge vrste.

Dokaz. Neka je A’B’ = AAB. Posmatrajmo homotetiju h) i neka je hy(A) =
Ay i h}(B) = By. Tada je Ay B; = A\AB = A'B’. Tada postoji podudarnost
[ za koju vrijedi f(A;) = A"i f(By) = B. Dakle, w = f-h}(A) = A" i
w=f-h)(B)=B

A B’

,
K
s %
;

o4



Pretpostavimo da je wi(A) = A", w1 (B) = B'iw # w;. Tadajew;-w™(A') =
A'iw;-w™(B') = B’ pa je na osnovu Teoreme 3.20 preslikavanje g = wy -w™?
podudarnost te vrijedi g(A") = A" i g(B’) = B’. Sada zaklju¢ujemo da je
preslikavanje g identicko preslikavanje ¢ ili je osna simetrija o4 5. Kako je
w#wp, tadaje g=oup, pajew =g -w=ocwp - fh).

Ako je preslikavanje f podudarnost prve vrste tada je preslikavanje g =
oap - f podudarnost druge vrste i ako je preslikavanje f podudarnost druge
vrste tada je preslikavanje ¢ = o04/p - f podudarnost prve vrste.

Dakle, doista je jedna slicnost prve vrste a druga sli¢nost druge vrste. [J

Definicija 3.37

Proizvod osne simetrije i homotetije o, - h¥ ¢ije srediste pripada osi si-
metrije O € s naziva se centralno-slicna simetrija.

Xl
®

X

I

% E
0 |

X
‘e
X

Vrijedi o, - hE, = h’fj - 0.

Definicija 3.38

Proizvod rotacije i homotetije pf-h¥, sa istim sreditem naziva se centralno-
slicna rotacija.

X

g
[ sl LECEEEEERY ]

o X X,
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Vrijedi pg, - hE, = 1k - p§.

Svaka slicnost druge vrste je centralno-slicna simetrija.
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Poglavlje 4

Figure u prostoru

4.1 Ugao izmedu mimoilaznih pravih

Mimoilazne prave i njihovo oznacavanje su ranije definisani u Definiciji 1.14.
Ugao izmedu mimolizanih pravih a i b je ugao izmedu pravih a’ i b’ koje se
sijeku ali takve da je a'||ja 1 V'||b. Jasno je da takve prave a’ i b’ u prostoru
nisu jedinstvene.

Teorema 4.1

Prava s je normalna na ravan « ako je sijece i normalna je na dvije prave
ravni a koje se sijeku.

Dokaz. Neka je sNa = {S} inekajes L ais L b, pri ¢emu su a,b € a.
Neka je anb ={0O}.
Posmatrajmo sljedece slucajeve:

(a) Neka je O = S. Tada je tvrdenje teoreme jasno, jer je prava s okomita
na dvije prave u ravni.

(b) Neka O # S. Posmatrajmo tada dvije prave a’ i b’ koje sadrze tacku S
takve da su d||ai?d’ b. Buduéidajes L ais L b tadajes La' is LV.
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Teorema 4.2

Ako je prava s normalna na ravan «, tada je normalna na svaku pravu

ravnl o.

Dokaz. Neka je s L aisna={S}. Posmatrajmo sljedeée slucajeve:
(a) Posmatrajmo pravu a € « takvu da S € a.Ttada je s L a.

(b) Posmatrajmo pravu b € « takvu da S b i pravu ¢’ koja sadrzi tacku S
takvu da je t/||b. Tada je s L b paje s L b-

S

|
(=7

4.2 Tetraedar

Tetraedar je geometrijsko tijelo koga ogranicavaju cCetiri trougaone povrsi,
koje zajedno sa dijelom prostora koga omeduju jednoznacno formiraju tijelo
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sa Cetiri tjemena i Sest ivica. Naziv se u principu koristi za pravilni tetraedar,
kod koga su ove cetiri povrsi identicni jednakostrani¢ni trouglovi. Pravilni
tetraedar je jedan od pet pravilnih poliedara.

A

Tacke A, B, C, D se nazivaju tjemena (vrhovi) tetraedra, duzi AB, AC, AD,
BC, BD, CD se nazivaju ivice tetraedra a trouglovi ABC, ABD, ACD
i BCD se nazivaju strane tetraedra. Uglovi <BAC ,<BAD i <CAD se
nazivaju iviéni uglovi kod tjemena A. Sli¢no definiSemo ivicne uglove kod
tjemena B,C' i D.

Teorema 4.3

Duzi koje spajaju tjemena tetraedra sa teziStima naspramnih strana sijku
se u jednoj tacki koja svaku od njih dijeli u odnosu 3 : 1 racunajuéi od
tjemena.

Dokaz. Oznacimo sa Ty teziste ABCD i sa Tp teziste AACD. Neka je
AT N ATy = {C"} i gdje je C” srediste duzi C'D.

Tada je, prema poznatoj osobini trougla, AC' : TgC' =3 :11 BC' : T4C' =
3 : 1, tojest AC" : TgC'" = BC" : T4C'. Tada, prema Teoremi 3.12, vrijedi
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AB||TATg. Dalje je takoder AB : TxTp = AC" : TgC" = BC" : ToC" =3 : 1.
Neka je ATy N BTp = {T'}. Tada je na osnovu pravila UUU AABT ~
ANTT,Tg . Zato je

AT :TTy= BT : TTg = AB : TyTp =3 : 1. (4.1)

Posmatrajmo sada tezisnice ATy i CT¢ i neka je ATy N CTe = {T'}. Na
slican nacin zakljucujemo da je

AT :T'Ty=CT :T'Tc =3 : 1. (4.2)

Posmatrajmo tezisnice ATy i DTp i neka je ATy N CTe = {T"}. Takoder
zakljucujemo da je

AT" . T"Ty = DT" : T"Tp = 3 : 1. (4.3)
Iz (4.1),(4.2) 1 (4.3) zajljucujemo da je T =T"=T"1 AT : TT4y = BT :

TTg =CT :TTc=DT :TTp=3:1.
Tacka T se naziva teziSte tetraedra. O

Teorema 4.4

Duzi koje spajaju sredine naspramnih ivica tetraedra sijeku se u jednoj
tacki koja svaku od njih polovi.

Dokaz. Neka su Ay, By, Cy, A', B" i (' sredine stranica BC, CA, AB, AD,
BDiCD

1
Iz ANABC zakljucujemo da vrijedi A;C; = §AC' a iz AADC' zaklju¢ujemo

1
da vrijedi A'C' = §AC. Prema tome A,C; = AC. Isto tako zaklju¢ujemo da
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je A'CYy = A1C' pa je ¢etverougao A,C1 A'C' paralelogram. Neka je C1C' N
A1 A = {O}. Posto se dijagonale paralelograma polove, tada je tacka O
sredina duzi C;C" 1 A A'.

Slicno, ako je C1C" N BB’ = {0}, tada je tacka O sredina duzi C1C" i
B B'. Kako su tacke O i O sredine duzi C,C, tada je O = O'. Dakle, tacka
O je sredina duzi A;A’, BiB" i C;C". O

Teorema 4.5

(a) Ako su dvije naspramne ivice tetraedra podudarne, tada su duzi
odredene sredinama druga dva para naspramnih ivica normalne.

(b) Ako su dvije naspramne ivice tetraedra normalne, tada su duzi odredene
sredinama druga dva para naspramnih ivica podudarne.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristi rezultat iz Teoreme (4.4).

(a) Neka je AC = BD. Tada je cetverougao A;C1A’C’ romb, a kako se
dijagonale romba polove i medusobno su okomite, tada je A;A" 1. C1C".

(b) Neka je AC L BD. Tada je ¢etverougao A;C1 A’C’ pravougaonik pa je
AA = CC.

O

Teorema 4.6

Ako su u tetraedru ABC'D svi iviéni uglovi kod tjemena D pravi, tada
je ANABC' ostrougli.

Dokaz. Neka su <ADB = <BDC = <CDA = 90°. Tada je CD 1 ABD.
Neka je DC" | AB. Tada je A — C% i na osnovu teoreme o tri normale'
vriejdi CC" 1. AB. Dakle, CC" je visina AABC paje a < 90°1i 5 < 90°. Na
slican nacin dokazujemo da su 5 < 90° i~ < 90°. Dakle, AABC' je ostrougli.

! Ako je ortogonalna projekcija p’ prave p na rava 7 okomita na neku pravu g € 7, tada
je prava p ortogonalna na pravu q.

61



Teorema 4.7

Ako u tetraedru ABCD vrijedi AB L CD i AC 1L BD, tada je AD L
BC.

Dokaz. Neka je D' € ABC i DD’ 1. ABC. Tada je na osnovu Teorme 4.2
DD 1 AB, DD’ 1. AC'i DD' 1 BC.

Kako je AB L. CD i AB 1L DD’ tada je AB L. CDD'’ pa je na osnovu

Teorme 4.2
AB L CD'. (4.4)

Isto, kako je AC' L. BD i AC 1. DD’, tada je AC 1. BDD' pa je na osnovu
Teoreme 4.2
AC L BD'. (4.5)
Iz (4.4) i (4.5) zaklju¢ujemo da je tacka D" ortocentar AABC pa je BC' L
AD'.
Kako je BC' L. DD"i BC 1. AD’, tada je BC 1. ADD' a onda, na osnovu
Teoreme 4.2, je i BC' 1. AD. ]
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Teorema 4.8

Tetraedar je ortogonalan ako i samo ako je normalna projekcija jednog
tjemena na ravan odredenu sa preostala tri ortocentar trougla odredenog
sa ta tri tjemena.

Dokaz. (=) Neka je tetraedar ABCD ortogonalan, tj. AB 1L CD, AC L
BD i AD 1 BC. Neka je D’ ortogonalna projekcija tjemena D na ravan
ABC.

Kako je DD' 1 ABC, onda na osnovu Teoreme 4.2 je DD' 1. AB, DD" |
BCiDD 1 AC.

Kako je AB 1. DD" i AB 1 CD, tada je na osnovu Teoreme 4.1 AB |
CDD'’ ina osnovu Teoreme 4.2 vrijedi AB L CD’. To znaci da je C D’ visina
ANABC. Na slican nac¢in pokazujemo da je AD’ visina AABC i BD’ visina
ANABC. Dakle, tacka D’ je ortocentar ANABC.

(<) Neka je D' je ortocentar AABC' i neka je D’ ortogonalna projek-
cija tjemena D na ravan ABC. Kako je DD’ 1 ABC, onda na osnovu
Teoreme 4.2 je DD' 1 AB. S druge strane, kako je D’ je ortocentar AABC,
tada je CD’' 1. AB. Tada je na osnovu Teoreme 4.1 AB 1. CDD’, pa dalje
na osnovu Teoreme 4.2 je AB 1 CD. Slitno pokazujemo da je AC' 1. BD i
AD 1 BC. Dakle, tetraedar ABCD je ortogonalan. H

Teorema 4.9

Prave odredene visinama tetraedra sijeku se u jednoj tacki ako i samo
ako je tetraedar ortogonalan.

Dokaz. (=) Neka su AA’, BB', CC" i DD’ visine tetraedra ABCD i neka je
AANBB' NCC'NDD" = {H}. Posmatrajamo CC'NDD' = {H}.
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Kako je CC" 1. ABD i DD’ 1. ABC tada je na osnovu Teoreme 4.2 CC”" L
AB i DD’ 1 AB. Dalje je na osnovu Teoreme 4.1 AB 1 CDC'D’ pa na
osnovu Teoreme 4.2 je AB 1 CD. slicno pokazujemo da je AC' L BD i
AD 1 BC. Dakle, tetraedar ABC'D je ortogonalan.

(<) Neka je tetraedar ABCD je ortogonalan. To znaci da je AB L CD,
AC 1L BDi AD 1 BC. Neka je CC} visina AABC.

KakojeCC; L ABiCD L AB,tada jenaosnovu Teoreme 4.1 AB 1 C'C,D.
Nekasu DD’ L CC,iCC’" L DCyi DD'NCC" = {H}. Tada je H ortocentar
ACC1D. Kako je AB 1. CC1D tada je DD' 1. AB. Kako je DD" 1 CC} i
DD’ 1 AB, tada je na osnovu Teoreme 4.1 DD" 1. ABC'. Sli¢no pokazujemo
da je CC" L ABD.

Posmatrajmo sada visinu BB" L ACD i neka je BB'N DD = {H'}
i BB'NCC" = {H"}. Visina BB’ ne lezi u ravni CCyD. Prema tome
H = H = H" jer je CC'N DD’ = {H}. Slicno dokazujemo da H € AA". [
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Teorema 4.10

Ako su naspramne ivice tetraedra medusobno podudarne (ravnostrani te-
traedar), tada su strane tetraedra medusobno podudarni trouglovi. Zbir
iviénih uglova pri svakom vrhu je 180°.

Dokaz. Neka je AB = CD, AC = BD i AD = BC. Tada je na osnovu
pravila (SSS) AABC =2 ACDA >~ ABAD = ADCB.

D

Prema tome «<BDC + «CDA + <ADB = «CAB + <ABC + «BCA =
180°. Il

Teorema 4.11

Ravnostrani tetraedar ima tri ose simetrije.

Dokaz. Neka je ABC'D ravnostrani tetraedar, tj. neka je AB = CD, AC =
BD i AD = BC. Oznacimo sa C sredinu duzi AB i sa C’ sredinu duzi CD.
neka je s prava odredena sa tackama C; i C".
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Tada je na osnovu pravila (SSS) ACDA = ADCB pa je AC" = B(C', tj.
AABC" je jednakokraki. Dalje je s L p(AB)is L p(CD). Zbog toga
postoji preslikavanje ¥,(A) = B 1 ¥,(C) = D. dakle, ¥,(ABCD) = BADC,
tj. prava s je osa simetrije tetraedra ABC'D. O

4.3 Sfera (lopta)

Definicija 4.12

Sfera je skup tacaka u prostoru jednako udaljenih od neke fiksne tacke.

Sa O ¢emo oznacavati fiksnu tacku prostoru koju ¢emo zvati centar sfere a sa
r fiksnu udaljenost koju ¢emo zvati poluprecnik sfere i pisat ¢emo L(O;r) =
{X € P: OX = r}. Sa intL(O;r) ¢emo oznacavati unutrasnjost sfere,
tj. intL(O;r) = {X € P : OX < r} asa extL(O;r) ¢emo oznacavati
spoljasnjost sfere, tj. extL(O;r) ={X € P: OX > r}.

Teorema 4.13

Prava i lopta mogu imati najvise dve zajednicke tacke.

Teorema 4.14

Ako prava s i sfera L(O;r) imaju zajednicku tacku A i pritom p(O, A) L
s, tada prava s i sfera L(O;r) imaju jos jednu i samo jednu zajednicku
tacku.

Teorema 4.15

Neka prava s i sfera L(O;r) imaju zajednicku tacku A. Tada je sN L =
{A} ako i samo ako je p(O, A) L s.

Teorema 4.16

Ako ravan «isfera L(O;r) imaju zajednicku tacku A i pri tome p(O, A) L
a, tada je a N L = k(O') pri ¢emu je p(O,0") L a.

Dokaz. Posmatrajmo sljedece slucajeve:
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(a) Ako je O € o, tada je anN L = k(O;r).

(b) Neka O ¢ «. Posmatrajmo pravu s(O) L «a i neka je sNa = {O'}.
Uocimo kruznicu k(O'; O'A) i posmatrajmo sljedece podslucajeve:

(i) Posmatrajmo tacku X € k(O’;O'A). Tada je, na osnovu pravila
(SUS), AOO'X = NOO'A, paje OX =0OA=r, tj. X € L.

(ii) Posmatrajmo tacku Y ¢ k(O';O'A). Tada Y € intk Uextk. Ako
Y € extk, tada je OY > OY' =r, paY ¢ L. S druge strane, Ako
Y € intk, tada je OY < OY'=r, paY ¢ L.

5
1
1
1
A
'
1
1

-

Teorema 4.17

Ako ravan avisfera L(O;r) imaju zajednicku tacku A i pri tome p(O, A) L
a, tada je a N L = {A}. (Ovakva ravan « se naziva tangentna ravan
sfere L u tacki A.)

Dokaz. Posmatrajmo proizvoljnu tacku X € a takvu da X # A. Tada iz
AOAX slijedi da je OX > OA=rpa X ¢ L.
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Ako ravan « isfera L(O; r) imaju zajednicku tacku A, tada je aNL = {A}
akko je p(O, A) L «.

U svakoj tacki lopte postoji jedna i samo jedna tangentna ravan.

Ako dvije sfere L(O;r) i L'(O';r') imaju zajednicku tacku A, takvu da
je A ¢ p(O,0"), tada je LN L' = k(S). Kruznica k lezi u ravni a gdje je
alp(0,0)iSep0,0)

Dokaz. Posmatrajmo pravu s = p(O,0'), ravan «(A) L s ineka je aNs =
{S}. Tada je k(S;SA) C «a te zva svaku tacku X € k vrijedi da X € L i
X el Dakle, kCc LNL.



Posmatrajmo sada tacku X ¢ k i razmatrajmo sljedece slucajeve:

(a) Neka X € a. Tada X € intk Uextk. Ako X € intk tada je OX < r pa
X ¢ Lasamimtimi X ¢ LNL. Ako X € extk tada je OX > r pa
X ¢ LN L. Dakle, ako X € a\k tada X ¢ LN L'

7

A

X
o
1
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(b) Neka X ¢ «. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je X € L N L. Tada je
OX =ri0OX' =1 pa je na osnovu pravila (SSS) AOO'X = AOO'A.
Zato je <X0O'O = <AO'O = ¢. Dalje je na osnovu pravila (SUS)
ASO'X =2 ASO'A pa je <X SO = q<ASO" =90°. Dakle, p(S, X) L s.

Dalje, neka je a Nr(X,0,0") = p(S,Y). Kako je s(O,0’) L « tada
je p(S,Y L s). Dakle, ¢injenice da su p(S,X) L sip(S,Y) L ssu
kontradiktorne.

Teorema 4.21

Za svaki tetraedar postoji jedna i samo jedna opisana sfera (koja sadrzi
sva tjemena tetraedra).

Dokaz. Prvo, dokazimo egzistenciju takve sfere.

Neka je Op centar kruznice k(A, B, (), neka je OpA = OpB = OpC =
rp i uo¢imo pravu np(Op) L ABC. Neka je O4 centar kruznice k(B, C, D)
i uo¢imo pravu ns(O4) L BCD. Oznacimo sa Np Nny = {O}. Tada je
ANOOpA = NOOpB = AOOpC pa je OA = OB = OC. Takoder, kako
je AOO B = NOO4C =2 AOO4D tada je OB = OC = OD. Dakle,
OA=0B=0C=0D=R,tj. A,B,C,D € L(O; R).
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4’4

Dokazimo sada jedinstvenost te sfere. Za dokaz jedinstvenosti nam je
potrebna sljedeca

Lema 4.22

Dat je AABC'. Skup svih tacaka M u prosotoru takvih da je MA =
MB = MC je prava koja je normalna na ravan ABC' i koja sadrzi centar
kruznice opisane oko AABC.

Dokaz. Posmatrajmo ravan «(A, B,C') i neka je tacka O centar kruznice
k(A, B,C). Uo¢imo pravu s(O) L «. neka je M € s. Tada je na osnovu
pravila (SUS) AMOA = AMOB = AMOC pa je MA = MB = MC.
s druge strane, neka je MA = MB = MC. Posmatrajmo pravu s'(M) L
a i neka je s Na = {O'}. Tada je na osnovu pravila (SSU) AMO'A =
AMO'B= AMO'CpajeO'A=0'B=0'C. Alitadaje O' =0, tj. s =s
odnosno M € s.
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M

O

Posmatrajmo sada sferu L(O; A, B,C, D). Tada je OA = OB = OC = OD.
Kako je OA = OB = OC tada O € np i kako je OB = OC = OD tada
O €ny.

Pretpostavimo da postoji sfera L'(O"; A, B, C, D) pri ¢emu je O' # O. Tada
je O'A=0'B=0C=0'D. Kako je OA = 0'B = 0'C tada O" € np i
kako je O'B = O'C = O'D tada O’ € ny.

Dakle, O = O sto j kontradiktorno sa O’ # O. ]
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